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VORWORr"J.' ZUR ERSTEN AlJFLAGE.
Der vorliegende Leitfaden, zu dessen Herausgahe ich mieh
nur auf wiederholt aus den Kreisen meiner Zuhörer geäußerte
Wünsche entschlossen habe, ist ausschließlich für die Studierenden
der hiesigen Hochschule bestimmt und soll auch von diesen bloß
im Zusammenhange mit der Vorlesung zur Repetition des dort
Gebotenen benutzt werden. Er soll hinsichtlich des Nachschreibens
eine Erleichterung gewähren, ohne das für den Lernenden so
wichtige Nachzeichnen der Figuren zu ersparen. Deshalb ist die
Beigabe von Textfiguren möglichst vermieden worden; eine Aus-
nahme bilden in dieser Beziehung nur einzelne .Abschnitte, die -
wie z. B. die Schattenkonstruktionen bei Schraubenflächen -
wegen Mangels an Zeit im Vortrage zuweilen übergangen 'Vt~rdell,
hier aber der Vollständigkeit wegen aufgenolnmen sin(l.
Der I~eitfaden enthält im ,vcsentliche.n bloß den theo}'(,tiHchen
Teil des Vortrages ohne die zahlreichen Anwendungen, die in
der Vorlesung selbst eingehend berücksichtigt werden. - I~~ür
den Umfang und die Behandlung des vorgetragenen I...ehrstoffes
sind allein die Bedürfnisse der hiesigen Hochschule Inaßgebend
gewesen, wie sie in Unterredungen mit den Vertretern der in
Betracht kommenden technischen Wissenschaften sich heraus-
gestellt haben. Aus diesem Gesichtspunkte erklärt sich vor allem
der Verzicht auf die Heranziehung der projektiven C}eolnetrie, die
in den offiziellen Lehrplan der Hochschule nicht aufgenolllluen
ist. Einzelne Gebiete, ,vie z. B. die ~'lächen zweiter Ordnung,
sind deshalb nur flüchtig gestreift worden; sie finden ihre Er-
gänzung in einer besonderen Vorlesung über Geonletrü~ (leI' I...age,
welche von denjenigen Studierenden, die eine weitergehende lnathe-
matische Ausbildung anstreben, regellnäßig im dritten Semester
- VI -
gehört wird. - Die Nichtbenutzung der projektiven (je(nnetrie
bringt es mit sich, daß die Ergebnisse der Vorlesung über ana-
lytische Geometrie mehrfach verwendet werden. Der hierdurch
erreichte Zeitgewinn kommt inl Vortrage der gründlicheren Ein-
übung des Lehrstoffes an Beispielen, die auch der Praxis entlehnt
werden, zu gute.
Die frühzeitige Einführung der schiefen Parallelprojektion
soll es dem Studierenden ermöglichen, anschauliche Skizzen von
Anfang an in methodischer Weise herzustellen. In Vortrag und
übungen wird auch späterhin die schiefe Projektion neben der
senkrechten in umfangreicherem Maße angewendet, als es in
diesem Leitfaden zum Ausdruck gelangt.
In dem Abschnitte über Zentralprojektion glaubte ich auf
die künstlerische Seite des Gegenstandes, die im Vortrage Berück-
sichtigung findet, der Kürze halber nicht eingehen zu sollen.
Aus dem bisher Gesagten ergibt sich wohl zur Genüge, daß
der Leitfaden für die vorhandenen Lehrbücher der darstellenden
Geometrie in keiner ·Weise einen Ersatz bilden soll.
Es war ursprünglich beabsichtigt, das bereits fertig gestellte
Manuskript auf autographischem Wege vervielfältigen zu lassen;
nur dem Entgegenkommen der Verlagsbuchhandlung ist es zu
verdanken, daß der Leitfadell den Studierenden in einer technisch
vollkommeneren Ausführung dargeboten werden kann.
Braunschweig, iln August 1899.
Der Verfasser.
VORWORr.P ZUR ZWEITEN AUFLAGE.
Die neue Auflage unterscheidet sich von der ersten haupt-
sächlich durch eine etwas ausführlichere Behandlung der Zentral-
projektion.
In einigen Besprechungen ist der Wunsch geäußert worden,
ich möchte den Leitfaden durch Beigabe ausgeführter Figuren
auch für weitere Kreise brauchbar machen. So dankbar ich dieser
verlockenden Anregung auch gegenüberstehe, so glaube ich ihr
"nach reiflicher überlegung doch nicht entsprechen zu sollen, um
nicht den ursprünglichen Zweck des Buches, den ich bei seiner
Abfassung allein im .A.uge hatte, durch eine solche Vervoll-
ständigung zu beeinträchtigen. Der Leitfaden soll eben kein
vollständiges Lehrbuch sein; er soll bei meinen Hörern nicht
einmal den Anschein erwecken, als ob er den Besuch der Vor-
lesung und die beständige Mitarbeit während rterselben ~u er-
setzen vernlöchte.
Rraunsehweig, Inl Dc~elnher 1902.
Der Verfasser.
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Die darstellende Geometrie lehrt, räumliche Figuren in
einer Ebene abzubilden und Aufgaben über dieselben auf
Grundlage der Abbildung durch Zeichnung zu lösen.
Zur Herstellung solcher Abbildungen dient das Verfahren der Pro-
jektion: Um die Zentralprojektion einer gegebenen Figur zu
erhalten, zieht man von einem festen Punkte (Projektionszentrum)
nach allen Punkten der Originalfigur gerade Linien (p r 0 i i z i e ren d e
Strahlen) und bestimmt ihre Schnittpunkte luit der Bild- oder Pro-
je k t ion s e ben e. Rückt das Projektionszentrum in unendliche Ent-
fernung, werden also die -projizierenden Strahlen untereinander parallel,
so entsteht eine Parallelprojektion, die als senkrecht (ortho-
gon al) oder schi ef bezeichnet wird, je nachdem die projizierenden
Strahlen auf der Bildebene senkrecht stehen oder nicht.
,An Stelle der Ebene kann unter Umständen eine krumme Fläche
als Bildfläche treten; auch läßt sich das Projektionsverfahren in
solcher Weise verallgemeinern, dars von den räumlichen Objekten
Bilder entstehen, die selbst wieder d r ei Dimensionen haben (R eli e f -
pers pektiv e).
Die ParallelproJektionen.
I. Darstellung einfacher Raumgebilde in schiefer
Parallelprojektion.
1. Ist"Tl die Projektionsebene und 1 eine Gerade, welche die Rich-
tung der projizierenden Strahlen angibt, so erhält Inan von irgend
einem Originalpunkte P die Projektion Ps als den Schnittpunkt von Tl
luit der Parallelen durch P zu 1.
Konstruiert man zu allen Punkten A, J~, C ... einer Original-
geraden g die Projektionen As, Bs, Os ... , 80 bilden die projizierenden
M 6.11 er, Darstellende Geometrie. 1
2o zu TI nach vorn
liegende Gerade PQ
geben (Fig. 1).
Man zeichne hiernach die schiefe Projektion eines Würfels mit
horizontaler Grundfläche, von der zwei Kanten zu V W parallel sind,
ferner diejenige eines aufrecht stehenden Kreuzes, dessen vordere
Fläche 11 TI ist, u. s. w.
Strahlen eine Ebene (die projizierende Ebene von g), und diese
schneidet die TI in der Bildgeraden gs. Die Projektion einer Ge-
rad e n ist als 0 i mall g e m ein e n wie der ein e Ger ade; sie ist
ein Punkt, wenn die Originalgerade die Richtung der projizierenden
Strahlen hat.
Die Gerade gs geht durch den Schnittpunkt G von 9 mit Tl (Spur
oder Spurpunkt von g).
Die Abschnitte auf der Bildgeraden verhalten sich wie
die entsprechenden Abschnitte auf der Originalgeraden.
Die Projektion einer zur Bildebene parallelen Strecke'
ist der Originalstrecke gleich und parallel. Ist demnach
eine ebene Figur zur Bildebene parallel, so sind Bild- und
Originalfigur kongruent und paralleL ...
2. Sind die Originalgeraden AB und CD parallel, so sind auch
die projizierenden Ebenen parallel. Hieraus folgt: Par all eIe n
Originalgeraden entsprechen parallele Bildgeraden.
Zieht man BE 1I BsAs bis .A.As und DFII DsCs bis CCs, so er-
gibt sich aus der Ähnlichkeit der Dreiecke ABE und CDF: Die
Projektionen paralleler Strecken verhalten sich wie die
Originalstrecken.
3. Wenn wir in Zukunft Raumfiguren in schiefer Parallelpro-
jektion darstellen, so wollen wir bezüglich der an sich vollkommen
willkürlichen Richtung der projizierenden Strahlen ein für allemal eine
bestimmte Verabredung treffen, indem wir etwa festsetzen: Diese
Richtung 8011 immer so gewählt werden, daß die Projektion jeder auf
der Zeichenebene Tl senkrechten Strecke halb so groß wird wie die
Originalstrecke , und mit der Breitenrichtung der Zeichenebene einen
Winkel von 30° einschließt. Oder genauer
Fig. 1. ausgedrückt: Ziehen wir in der vertikal ge-
o dachten Zeichenebene Tl durch irgend einenV--7-~---w Punkt 0 die horizontale Gerade VVV; sowie
Q die beliebig lange Strecke 0 Q unter einem
Winkel von 300 gegen 0 V und errichten in
das Lot 0 P == 2. 0 Q, so soll die im Raume
die Richtung der projizierenden Strahlen an-
4. Die schiefe Projektion eines Vielflachs ist ohne weiteres kon-
struierbar, wenn eine Reihe von Strecken bekannt ist, die zur Bildebene
parallel oder senkrecht sind, und die das Vielflach in der angenom-
menen Lage bestimmen.
Darstellung einer regelmäßigen fünfseitigen Pyramide
mit horizontaler Grundfläche. Die vor TI befindliche Grundfläche
AB ODE sei gegeben durch die Schnittlinie VW ihrer Ebene mit TI
und durch die Lage AoBoOoDoEot in die sie gelangt, wenn sie um
•
3v W in TI nach unten umgelegt wird, dabei möge Co Do 11 VW sein.
Die Höhe der Pyramide sei == h.
Um zunächst die schiefe Projektion A s von .A zu ermitteln, ziehe
man AoJ 1. VW als Umlegung des von .A auf VW gefällten Lotes.
Macht man dann L AsJV === 300 und JAs == 1/2 J A o (bequemer
AoAs 1. JAs), so ist JAs die Projektion von JA. - Auf AoJ befinden
sich die Mittelpunkte F o' Go von B oE o, CI) Do, sowie der Mittelpunkt
Mo des Fünfecks. Zieht man durch diese Punkte Parallelen zu AoA s,
so findet man auf JAs die entsprechenden Punkte F s, Gs, lJ[s. Da
BE 11 VW, also 11 TI ist, so ist auch BsEsli V W und Fsl~s = 1~Es
=== FoBo• Ebenso ergibt sich CsDs. Die Höhenlinie der Pyraluide
ist 11 Tl und 1. VW; ihre Projektion geht also durch M s 1. VW und
ist === h.
5. Projiziert man die bisher dargestellten Körper in unveränder-
ter Lage senk r e ch t auf TI, so zeigt sich, daß die entstehenden Bilder
weniger anschaulich sind wie die zuvor erhaltenen, weil alle Geraden
und Ebenen, die auf Tl senkrecht stehen, bezw. als Punkte und Geraden
abgebildet werden. Um auch in senkrechter Projektion anschauliche
Bilder zu erhalten, müßte man die spezielle Lage aufgeben, welche die
Körper gegen die Bildebene einnehmen, was jedoch die Konstruktion
der Bilder erheblich erschweren würde. Die schiefe Parallelprojektion
erweist sich demnach als besonders bequem, um von stereometrischen
Figuren in einfacltster Weise anschauliche Skizzen herzustellen, und in
diesem Sinne soll sie im folgenden beständig benutzt werden.
11. Punkt, gerade Linie und Ebene in senkrechter Projektion
auf zwei zu einander senlqechte Projektionsebenen.
Dar s tell u n g des P unk t e s.
6. Ein Punkt im Raume ist durch Angabe seiner schiefen oder
senkrechten Parallelprojektion noch nicht bestimmt. Das gebräuch-
lichste Verfahren, um die Lage des Originalpunktes zu bestimInen,
besteht in der Anwendung sen k r e c h t e r Projektion auf z w e i zu
einander senkrechte Projektionsebenen, von denen die eine immer
horizontal, die andere also vertikal gestellt wird. Indem wir diese
Darstellungsweise den folgenden Entwickelungen zu grunde legen,
lassen wir die vertikale Projektionsebene stets mit der Zeichenebene
(Wandtafel) zusammenfallen und gebrauchen die feststehenden Be..
zeichnungen:
Horizon tal- oder Grundrißebene, erste Projektion se bene,
erste Tafel, Tl t ;
Verti kal- oder Aufriß eben e, zwei te Projektions eben e,
zweite Tafel, TI2 ;
Proiektionsachse oder kurz Achse für die Schnittlinie x beider
Ebenen;
ferner in Bezug auf einen Originalpunkt P:
1*
4H 0 r i z 0 n t a 1- oder G run d riß pro j e k ti 0 n, er s t e Pro j e k -
tion,P';
Vertikal- oder Aufrißprojektion, zweite Projektion, P";
erster bezw. zweiter projizierender Strahl PP', PP".
Wir unterscheiden vordere und hintere TI! (+ TI! und - TI]),
sowie 0 b e r e und 1.1 n t e re TI2 (+ TI2 und - TI2). Die Projektions-
ebenen teilen den Raum in vier Quadranten, die in der Reihenfolge(+ TII , + TT2), (- TII , + TI2), (- TII , - TI2), (+ TI1, - TI2) als
erster bis vierter Quadrant bezeichnet werden.
~. Die Ebene durch die beiden projizierenden Strahlen des
Punktes P ist senkrecht auf Tl! und TI2 , also auch auf X; verstehen
wir demnach unter Px ihren Schnittpunkt mit X, so sind P' P x und
p" P x auf X senkrecht, d. h.: Die von den beiden Projektionen
eines Punktes auf die Achse gefällten Lote treffen sich in
der Achse. (Man zeichne hierzu, sowie zu den folgenden Figuren
eine Skizze in schiefer Projektion auf die Zeichenebene TI2.)
In dem Rechteck P P' Px P" ist P P' == P" Px , in Worten: Die
Entfernung eines Punktes von der ersten Projektionse bene
(sein erster Tafela bstand) ist gleich der En tfern ung seiner
zweiten Projektion von der Achse. Ebenso ist pp" --:- P' Px•
8. Um die Zeichnung auf eine einzige Ebene zu beschränken,
drehen wir die TII um x, bis sie mit TI2 zusammenfällt, und zwar
wollen wir diese Umlegung immer in der Weise ausführen, daß die
+ TI 1 auf die - Tl2 zu liegen kommt. Dann fällt P' Px in die Gerade
P" Px , d. h.: Die Projektionen eines Punktes liegen in einem
Lote zur Projektions achs e.
Umgekehrt bilden irgend zwei Punkte p' und P" der
Zeiche n eben e, der e n Verb in dun g s li nie auf x sen k r eeh t s t eh t ,
die beiden Projektionen eines Raumpunktes P, der auf diese
Weise eindeutig bestimmt ist. Der Punkt P befindet sich ober-
halb, in oder unterhalb TI17 je nachdem P" oberhalb, in oder unterhalb
X liegt, und er befindet sich vor, in oder hinter TI2' je nachdem P'
unterhalb, in oder oberhalb x liegt.
Wir nennen Hai bi e run g se ben e n die beiden durch die Achse
gehenden Ebenen H! und H2 , die den ersten und dritten, bezw. den
zweiten und vierten Quadranten halbiereti. Die beiden Projektionen
eines Punktes der H! liegen symmetrisch zu x, diejenigen eines Punktes
der H2 fallen zusammen.
9. Obwohl ein Raumgebilde durch Grund- und Aufriß seiner
Punkte bereits vollkommen bestimmt· ist, erweist es sich ,unter beson-
deren Umständen als zweckmäßig, seine senkrechte Projektion auf eine
dritte Ebene TTg hinzuzufügen, die auf TI! und TI2, also auf X senk-
recht ist und Seitenriß- oder Kreuzrißebene genannt wird. Dann
entstehen die neuen Projektionsachsen y == TII X TIs und z == TI2 X TI3,
und die drei Geraden x, y, z schneiden sich rechtwinklig im Punkte
o == TI! X TI2 X TT3•
5Ist P'" die dritte Projektion des Punktes P, so haben die von P'
undP'" auf y gefällten Lote denselben Fußpunkt P y (7). Ebenso
treffen sich die Lote von P" und plI' auf z in einem Punkte Pz•
Die drei Tafelabstände P'" P = OPx, P" P == OPy , ]J' P == OPz
werden in der analytischen Geometrie des Raumes als die Koordinaten
von P bezeichnet. Sie dienen zur eindeutigen Bestimmung von P,
wenn jeder einzelne Abstand von der betreffenden Ebene aus nach der
einen Seite positiv, nach der entgegengesetzten negativ gerechnet wird.
Zum Zwecke der Darstellung wird naturgemäß auch die TI3 Dlit
der Zeichenebene TI2 zur ··Deckung gebracht.. Man erreicht dies am
einfachsten durch eine Drehung um z, etwa so, daß die vordere TI3
'auf die linke Halbebene TI2 zu liegen kommt. Man kann aber auch
die TI:~ zunächst um y in die TI! umlegen (z. B. die obere TI3 in die
linke Halbebene TI t ) und dann die vereinigten Ebenen um x in dem
früher festgesetzten Sinne so lange drehen, bis sie mit TI2 zusammen-
fallen. Man beachte, daß bei der ersten Art der Umlegung die
y-Achse, bei der zweiten die z-Achse in der Figur doppelt auftritt.
10. Aufgabe. Aus der ersten und zweiten Projektion P'
und pli eines Punktes P die dritte P'" zu konstruieren. Die
Ebene TI3 sei durch die Gerade z 1.x gegeben. Wendet man die zuerst
erwähnte Umlegung an, so fällt die Strecke Pz P"', die gleich Px pi ist,
in die Gerade P" Pz bezw. in deren Verlängerung über Pz• Hieraus
folgt für die Bestimmung von P'" die einfache Regel: Man z i ehe
durch pli eine Parallele zu X und mache auf ihr von z aus in
geeignetem Sinne die Strecke PzP'" == PxP'.
Bei der zweiten Art der Umlegung ziehe man die Gerade P' Py 11 X
bis y und mache auf ihr bezw. auf ihrer Verlängerung die Strecke
P y pli' == Px Pli.
11. Zuweilen ist es vorteilhaft, die neue Projektionsebene so zu
wählen, daß sie nur auf einer der beiden ursprünglichen Tafeln senk-
recht steht. Sei z. B. TI3 1. TI1 und y die Schnittlinie beider Ebenen.
Legt man, wie bei der zweiten Ijösung der vorigen Aufgabe, die TT il
um y in die TI1 um, so ist nach 8 p'1)'" 1. y und nach 7 Abat. (IJ"', 11)
== Abst. (P, TI t ) == P" Px •
Dar atell u n g der Ger ade 11.
12. Eine Originalgerade 9 hat zu ihrer Grund- und Aufriß-
projektion im allgemeinen zwei Geraden g' und g", nämlich die Schnitt-
linien ihrer ersten und zweiten projizierenden Ebene bezw. mit TI1
und TI 2 (1).
Ist P ein Punkt von g, so liegt p' auf g', pli auf g", und
zwar so, daß P' pli 1. x ist. Daher verhalten sich die Abschnitte
auf g' wie die entsprechenden Abschnitte auf g".
13. Ger ade I~ i n i 'e n i n B p e z i e 11 e r Lag e g e gen die Pro-
je k ti 0 n s e ben e n.
a) Ist 9 11 TI t , BO ist g" 11 x.
b) Ist 9 11 x, so sind g' und g" 11 x.
6c) Ist g.l TI1, SO ist g' ein Punkt, g" .1 x.
d) Ist g.l x, d. h. liegt 9 in einer zu x senkrechtenlEbene, so
befinden sich g' und g" in einer zu x senkrechten Geraden.
e) Liegt 9 in der ersten Halbierungsebene H1 , so sind g' undg"
symmetrisch in Bezug auf x.
f) Liegt 9 in H2 , so decken sich g' und g".
14. Zwei beliebige Geraden g' und g" der Zeichenebene, von denen
keine auf x senkrecht steht, können umgekehrt als Projektionen einer
Geraden 9 im Raume angesehen werden, die auf diese Weise eindeutig
bestimmt ist. Bringt man nämlich die TI1 mit· der in ihr liegenden
Geraden g' in ihre ursprüngliche Lage .1 TI2 , so ergibt sich 9 als
Schnittlinie der beiden projizierenden Ebenen, die durch g' und g"
bezw. .1 TI! und .1 TI2 gelegt werden.
Steht aber g'.l x, so ist g" entweder ein Punkt, oder g' und g"
liegen in derselben Vertikalen. Im letzten Falle decken sich diebeiden
projizierenden Ebenen; die Originalgerade ist also durch Angabe von
g' und g" noch nicht bestimmt. Hierzu bedarf es der Projektionen
A.', A" und B', B" zweier Punkte A und B 'der Geraden, oder der
dritten Projektion g'" auf eine TIa.l x.
15. Unter dem ersten bezw. zweite.n Spurpunkte der Ge-
raden 9 versteht man ihre Schnittpunkte GI und G2 mit TI1 und
TI2 (1).
Aufgabe. Die Spurpunkte der durch ihre Projektionen
g', g" gegebenen Geraden 9 zu konstruieren. Da der Punkt Gi.
der Geraden gangehört, so liegt G~ in g' und G~ in g"; dabei ist
G~ G~.l x (12). Da sich ferner GI in TII befindet, so fällt G~ mit
GI zusammen, und G~ liegt in x. Man bestimme demnach den
Schnittpunkt G~ von g" mit x und ziehe G~ GI .1 X bis g'. -
In analoger W ei~e ergibt sich G2 : G2 == g' X x, G2G2 .1 x bis g".
Umgekehrt sind durch die Spuren GI und G2 die Punkte G~ und
G2 und damit die Projektionen g' und g" von 9 bestimmt.
Um die Lage der Originalgeraden aus ihren Projektionen leichter
beurteilen zu können, denkt man sich die Projektionsebenen als un-
durchsichtig und betrachtet die projizierenden Strahlen als Sehstrahlen
aus einem unen~,lich fernen Auge, das sich für die erste Projektion
oberhalb der TIl' für die zweite. vor der 112 befindet. Dann ist der
unterhalb 111 liegende Teil von 9 für das erste Auge un~jchtbar; für
das zweite ist er, soweit er dem vierten Quadranten angehört , bei der
ursprünglichen Stellung der 111 sichtbar, seine Aufrißprojektion wird
aber, wie überhaupt die ganze -112 , von der umgelegten + 111 ver-
deckt. Das Analoge gilt von dem hinter der TI2 liegenden Teile von g.
Deshalb ist nur das im ersten Quadranten befindliehe Stück von 9 in
heiden Projektionen als sichtbar voll auszuziehen. '
16. Ist g als Verbindungslinie der Punkte A und B gegeben, die
in einer zu x senkrechten Ebene liegen, so bestimmt man die Spur-
punkte Glt G2 mit Hilfe des Seitenrisses g'''. Man findet zunächst A'"
und B'" (10), hierauf G~' auf y und G~' auf z. .
717. Aufgabe. Die Neigungswinkel 1'1' 'Y2 zu bestimmen,
welche die durch ihre Spuren GI' G2 gegebene Gerade 9 bezw.
mit Tl1 , Tl2 bildet. (Erste und zweite Tafelneigung von g.)
Der Winkel 1'1 liegt im Raume bei GI in dem rechtwinkligen Dreieck
G:z G1 G2, dessen Katheten G2 G2 und G2G1 bekannt sind; macht man
also auf X die Strecke G~ G~ == (;'2 (i-1 , so ist L (;2 (i-10 G2 === Yl und
LI G2 (j-i) G2 die Umlegung von LI (i-'l (tl (i 2 in die Tl2. - Ebenso erhält
man 1'2 durch Umlegung von LI G1 G2 (;~ in die Tl1•
Unter allen Winkeln, welche g mit den durch G2 gehenden Geraden
von Tl'1 einschließt, ist bekanntlich Y'l der kleinste, also 1'2 < L GI G2G2,
wobei das Gleichheitszeichen sich auf den Ausnahmefall 9 J. x bezieht.
Nun ist aber L G1G2G2 == 90 0 - 1'1' folglich 11 + 1'2 :::;: 90°.
Bezeichnet man mit l, l', l" bezw. die Längen einer auf 9 liegenden
Originalstrecke, sowie ihrer ersten und zweiten Projektion, so ist
l' == l eos 1'1' l" = l eos 1'2.
'Die Strecke l erscheint also in jeder Projektion im allgemeinen ver-
kürzt, und zwar sind eosYl und eosY2 die zugehörigen verkürzungs-
verhältnis se. '
18. A ufg ab e. Die wahre Länge der durch ihre Projek-
tionen A'B', A','B" gegebenen Strecke AB zu konstruieren.
Zieht man in der ersten projizierenden Ebene von AB die Gerade
B 0 11 B' A' bis A'A', so entsteht das rechtwinklige Dreieck AB 0 mit
den Katheten OB == A'B' und AC == AA' - BB' == A"Ax - B"Bx•
Die wahre Länge von AB ist also gleich der Hypotenuse
eines rechtwinkligen Dreiecks, welches A'B' und A"Ax - B"Bx
zu Katheten hat. Man ziehe daher die Gerade B"C" 11 x bis A"A'
und mache auf ihr 0"B~ == A'B'; dann ist A"B~ == AB.
Die eben ausgeführte Konstruktion läßt sich auch so deuten:
l)as Dreieck AB 0 ist durch Drehung um seine vertikale Kathete AC
in eine neue Lage ABo C gebracht worden, in der es 11 Tl2 ist. Dann
erscheint es im Aufriß in wahrer GrÖf3e.
Ebenso ist AB gleich der Hypotenuse eines rechtwinkligen l)reiecks
Init, den Katheten A" B" und A' Ax - B' j3x•
l~. Wenn zwei Geraden einander schneiden, so liegen
die Se'4ni ttpunkte der gleichnamigen Projektionen in einem
IJot zur Achse. Der umgekehrte Satz gilt nur dann nicht unbedingt,
wenn eine der beiden Geraden .L x ist.
Sind zwei Geraden einander parallel, so sind die gleich-
namigen p'tojektionen parallel. - Sind umgekehrt die Geraden g
und h durch ihre Projektionen g', g" und h', h" gegeben und ist g' 1\ h',
g" 11 h", so sind die gleichnamigen projizierenden Ebenen parallel,
folglich ist auch 9 11 h. In dem Ausnahmefalle 1 daß g' und g", sowie
h' und h" in je einer Senkrechten zu x liegen, hat man g'" und h"' zu
konstruieren, um zu entscheiden, ob 9 11 h ist.
Dar s tell u n g der E ben e.
20. Zur Bestimmung einer Ebene E genügt die Angabe der Pro-
jektionen von drei ihrer Punkte oder von zwei ihrer Geraden. Vor-
8zugsweise benutzt man dazu ihre Schnittlinien e1 und e2 mit TI1 und
TI2 (erste bezw. zweite Spur oder Spurlinie). Die beiden Spuren
treffen sich in x im Achsenschnittpunkte Ex.
Von der Ebene E sieht man in Grund - und Aufriß dieselbe Seite,
oder entgegengesetzte Seiten, je nachdem die im ersten Quadranten
liegenden Teile von el und e2 mit. derselben Richtung oder mit ent-
gegengesetzten Richtungen der Achse x spitze Winkel bilden. Ist die
Ebene durch Grund- und Aufriß dreier Punkte A, B, C gegeben, so
liegt der erste oder zweite Fall vor, je nachdem die Dreiecke A' B' C'
und A"B" 0" gleichen oder entgegengesetzten Sinnes sind.
Aufgabe. Die dritte Spurlinie e;~ zu konstruieren, in
w e1cher die E ben e E (el , e2) von der Sei t e n riß eben e TI3 ge-
schnitten wird. Man bestimme die Punkte E y == el X Y und
E z == e2 X z; dann ist eJ === EyE,..
21. Ebenen in spezieller Lagegegen die Projektions-
ebenen.
a) Ist E 11 TIl , so liegt el unendlich fern und e2 ist 11 x. Die zweite
Projektion jedes Punktes von E befindet sich auf e2•
b) Ist E J. TI1, so ist e2 J. x, und die erste Projektion jedes
Punktes von E liegt auf el •
c) Ist E 11 x, so sind el und e2 11 x. Die Seitenrißprojektionen
aller Punkte von E liegen auf e3.
d) Geht E durch x, so ist die Angabe der dritten Spur oder eines
beliebigen Punktes der E erforderlich.
22. Liegt eine Gerade in einer Ebene, so liegen die Spur-
punkte der Geraden in den gleichnamigen Spurlinien der
Ebene.
Mit Hilfe dieses Satzes löst man u. a. die Auf gab e n:
a) Von der Ger ade n i, die in der E ben e E (el , e2) li e ~ t,
ist die erste Projektion i' gegeben; i" zu bestimmen. Die
Gerade i' schneidet e1 in J1, x in J2; hieraus findet man J{' auf x, ,T2
auf e2 und damit i" = JtJ2• - Ist E du:r;ch zwei sich schnei-
dendeGeraden 9 und h gegeben, so ermittele man zu denPunkten
g' xh·' == A', h' X i' == B' die Aufri.ßprojektionen A" und .B" bezw.
auf g" und h"; dann ist i" === A"B".
b) Die Spurlinien der Ebene E zu konstruieren, die durch
zwei sich schneidende Geraden g und h bestimmt ist. l\fan
ermittele von g und h die Spurpunkte GI' G2 und H I , H 2 ; dann ist
el == GI BI' e2 === G2 H 2• - Sind die Spurpunkte von 9 und. h zum
Teil oder sämtlich unerreichbar, so ziehe man in geeigneter Weise eine
oder mehrere Hilfsgeraden, von denen jede 9 und h schneidet. Wählt
man die Grundrißprojektion i' einer solchen Hilfsgeraden i beliebig,
so findet man i" nach der vorigen Aufgabe, und dann gehen el und e2
bezw. durch die Spurpunkte J1 und J2 von i.
c) Durch die Gerade .eg (g', g") eine Ebene zu legen par-
allel zu der Geraden h (h', h"). Zieht man durch einen, beliebigen
, !
,
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Punkt von g die Gerade III h (19), so bestimmen g und l die gesuchte
Ebene (b).
28. Unter Hauptlinien einer Ebene versteht man die-
jenigen ihrer Geraden, die zu einer Projektionsebene, und
folglich zu der betreffenden Spurl~nie parallel sind. Ist m
eine erste, n eine zweite Hauptlinie von E, so ist m' 11 Cl' m" 1I x und
n' 1I x, n" 11 e2·
Aufgabe.. Von dem Punkte P, der in der Ebene E (Cl' ('2)
liegt, ist die erste Projektion P' gegeben; P" zu bestimmen.
Man ziehe durch P eine in E liegende Gerade, etwa die erste Haupt-
linie m, also durch p' die Gerade rl1,' 1I el; dann liegt P" auf m".
24. S i n d z w eiE ben e n par all e1, sos i n d die g 1eie h -
namigen Spuren parallel.
Sind umgekehrt von zwei Ebenen E und <P die Spuren el und
fH sowie e2 und f2 parallel, so ist im allgemeinen auch E 11 <P. Wenn
aber eh e2, f1' 12 mit X parallel laufen, so muß noch untersucht werden,
ob auch es 11/s ist.
Aufgabe. Durch den Punkt P (PI, PlI) eine Ebene zu
legen, pa.rallel zu der gegebenen Ebene E (el' e2). Zieht man
durch P ane Gerade m, die zu irgend einer Geraden g von E parallel
ist, so gelt die gesuchte Ebene <P durch m, folglich gehen ihre Spur-
linien fl ,j~ bezw. durch die Spurpunkte MI' M2 von mund 1I el , e2.
Im allgemeinen wird man g mit einer Spurlinie von E zusammenfallen
l~ssen.
Schnitte von Ebenen und Geraden.
25. Aufgabe. Die Schnittlinie g zweier Ebenen E und <P
zu k 0 n s t r ti e ren, die durchih reSpur1i nien el , es und 11 '/2 be-
stimmt sind. Nach 22 ist GI = el X/h G2 == e2 X 12.
Besonlere Fälle. a) Schneiden sich E und <P in einem Ilunkte
A von x, sc fallen G1 und G2 nlit.4. zusammen. Um einen zweiten
!)unkt von ! zu erhalten, schneide man E und <P mit einer passend
gewählten Hilf se bene l:i in den Geraden hund i. Dann geht g durch
den Schnittynnkt P von hund i. ~immt man ß etwa J. Tll und zieht
die erste Splrlinie d1 beliebig, so ist h' == i' == d1 , und man findet
P" == h" xi". .
b) Lieet der Schnittpunkt von el und 11 außerhalb der Zeichen-
fläche, so booutzt man wiederum eine Hilfsebene, etwa l:i It TII (d2 11 x).
Diese schneilet E und <P bezw. in zwei ersten Hauptlinien hund i u. 8. W.
c) Ist überdies auch der Punkt G2 unerreichbar, so kann das
letzte Verfalren zweimal angewendet werden. Diese Lösung versagt
jedoch, weID von keinem Punkte der gesuchten Geraden g heide Pro-
jektionen zlgleich innerhalb der begrenzten Zeichenfläche liegen. Dann
bedient man sich zweckmäßig einer Hilfsebene l:i, die zu einer der
gegebenen ßbenen, z. B. zu <P, parallel ist und deren Spuren cl! <li 11)
und d2 <\I.h) die gleichnamigen Spuren von E in erreichbaren l)unkten
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H 1 und H 2 treffen. Die Gerade g ist parallel zur Schnittlinie h~ H1 H 2
von li. und E; man kann also g' und g" ziehen, sobald G~ und G'{ be-
stimmt sind. Nun sind aber die beiden Acbsenschnittpunkte D x und
F x von li. und ep, und ebenso H;' und G;, sowie H{' und G~ ent-
sprechende Punkte in ähnlichen und parallel liegenden Figuren mit Ex
als Ähnlichkeitspunkt ; zieht man also durch Ex eine beliebige Gerade,
die dt in 1(,12 in L schneidet, so ist L G; 11 KH;' und L G~ 111(H{'.
26. Aufgabe. Den Schnittpunkt P der Geraden. 9 (g', g")
mit der Ebene E (eI' C:z) zu konstruieren. Man lege durch 9
eine Hilfsebene und bestimme deren Schnittlinie i mit E;
diese schneidet 9 in P. Im allgemeinen nimmt man a·l~s I-lilfs-
ebene eine projizierende Ebene von g, z. B. die erste. Dann ist
i' === g', und man findet i" nach 22 a. (Sollte hierbei einer der Spur-
punkte von i unerreichbar sein, so erhält man i", indem man den
Schnittpunkt K von i mit einer pa'ssend gewählten Geraden der E,
z. B. mit einer ersten Hauptlinie rn, aufsucht.) - Man erkennt aus
der zweiten Projektion, welcher Teil von 9 oberhalb i, also oberhalb
E liegt, und folglich in der ersten Projektion sichtbar ist. Sieht man
von E in beiden Projektionen dieselbe Seite (20), so ist im Aufriß
derselbe Teil von 9 sichtbar wie iln Grundriß.
In dem speziellen Falle, daß E.L 111 ist, ergibt sich unmittelbar
p' === g' X Cl' und hieraus P" auf g".
27. Ist die Ebene E durch drei Punkt,e A, B, C gegeben,
so wendet man dasselbe Verfahren an, wie in 26, ohneetwt die Spuren
von E zu bestimmen: Die erste projizierende Ebene von 9 schneidet
A 0 und B C bezw. in den Punkten D und E, deren erste Projek-
tionen auf g' liegen, die Ebene E also in der Geraden D E; dann ist
P" ..:.- g" X D"E".
Auf Grund dieser Aufgabe konstruiert man die Schnittlinie
der Ebenen zweier Dreiecke, indem man von irgend zwei der
sechs Dreiecksseiten die Schnittpunkte mit der anderen Emne aufsucht.
Ger ade L i nie nun d E ben e n i n r e c h t w i n k I i g ~ r Lag e.
28. Ist ein Schenkel eines rechten Winke.s zu einer
Pro jek t ion s eben e par a 11 e 1" so ist die sen kr e eh te Pro jek ti 0 n
. des Winkels auf diese Ebene ein recqter. Sind mmlich 9 und
h die Schenkel eines rechten Winkels mit dem Scheitel A, und ist
h 11111, so steht h senkrecht auf A.A.' und auf g, also auf der Ebene
(AA', g). Dann ist aber die zu h parallele' Gerade h' tuf derselben
Ebene senkrecht, also senkrecht auf der Geraden lJ' dieset Ebene.
Bezeichnet i irgend eine zu 9 parallele, zu It windsooiefe Gerade,
so ist i' 11 g', folglich .L h'. D. h.: Sind überhaupt ~wei (sich
schneidende oder windschiefe) Geraden senkrecht aufein-
ander, und ist die eine von ihnen zu einer Projek;ionsebene
parallel, so bilden ihre senkrechten Projektionen auf diese
l~bene gleichfalls einen rechten Winkel.
Ist umgekehrt h' .L i' und h 11111, so ist auch h .L i.
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29. Diejenigen Geraden einer Ebene E, die auf einer der Spur-
linien eH e'l senkrecht stehen, werden als Falllinien bezeichnet, weil
sie unter allen Geraden der E die größte Neigung (den stärksten Fall)
gegen die betreffende Projektionsebene haben. Ist j eine er s t e Fall-
linie der E, d. h. .1 eu so steht nach 28 j' .1 el •
30. Steht eine Gerade senkrecht auf einer Ebene, 80
stehen die senkrechten Projektionen der Geraden senkrecht
auf den gleichnamigen Spuren der Ebene. Denn ist die Gerade
9 .1 E, so steht sie auch senkrecht auf el und e2' also ist nach deul
zweiten Satze in 28 g'.1 Cl' g" .1 e2.
Stehen umgekehrt g' und g" bezw. senkrecht auf el und C'l' so ist
im allgemeinen auch 9 .1 E. Sind el und e'l 11 x, g' und g" .1 x, so ist
noch zu untersuchen, ob auch g'" .1 eg ist.
31. Aufgabe. Die Entfernung des Punktes P (P', P") von
der Ebene E (el , C2) zu bestimmen. Man fälle von P auf E ein
Lot 1 (30) und ermittele seinen Schnittpunkt Q mit E (26), sowie die
wahre Länge von P Q (18).
32. Aufgabe. Die Entfernung des Punktes P (P', P") von
der Geraden 9 (g', g") zu bestimmen. Erste Lösung. Die ge-
suchte Entfernung wird durch das Lqt P Q gemessen, das von P auf
9 gefällt ist. Da die Projektionen von P Q nicht ohne weiteres ge-
zeichnet werden können" so ermittelt man den Fußpunkt Q als Schnitt-
punkt von 9 mit der Ebene E, die durch Pol 9 gelegt wird. Die
Spuren von E sind senkrecht auf g' und g"; bezeichnet man also mit
mund n bezw. die durch P gehende erste und zweite Hauptlinie, so
ist m' .1 g', m" 11 x und n' 11 x, n" J. g". Durch rn und n ist E be-
stimmt; ohne die zugehörigen Spurlinien zu ermitteln, findet man den
Punkt Q === 9 X E (27) und konstruiert schließlich die wahre 'Länge
von P Q (18). - Zweite Lösung vergl. 39.
33. Auf gab e. Die kür z es teE n t f ern u n g z w eie r w i n d -
schiefen Geraden 9 (g', g") und h (h', h") zu bestimmen (d. h.
diejenige zwischen g und h liegende Strecke, die auf beiden Geraden
senkrecht steht). Man lege durch g eine Ebene E (cu e:z) 11 h (22 c),
fälle von einem beliebigen !)unkte A von h auf E das I~ot 1 und be-
stimlne seinen Schnittpunkt B mit E (31). Zieht man hierauf 11 C \\ 11,
bis 9 und CD I1 BA bis h, so ist CD die gesuchte kürzeste Entfernung,
deren wahre Länge noch zu bestimmen ist.
Drehung einer Ebene um eine Spur oder um eine
Hau p tl i nie.
34. Eine ebene Figur und ihre senkrechte Projektion sind dann
und nur dann kongruent, wenn die Originalfigur zur Projektionsebene
parallel liegt. Ist daher eine solche Figur in beliebiger Lage durch
Grund- und Aufriß dargestellt, so findet man ihre wahre Größe, indem
man sie zu einer der Projektionsebenen parallel macht oder ganz in
diese umlegt. Die erste Lagenveränderung bewirkt man durch Drehung
der Originalebene um eine zur betreffenden Projektionsebene parallele
Hauptlinie, die zweite durch Drehung um die entsprechende Spur.
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Bei Darstellungen in s chief er Projektion auf die Zeichenebene TI2
erfolgt diese Drehung naturgemäß immer um eine zweite Hauptlinie,
bezw. um die zweite Spur.
35. Auf gab e. Den W i n k e1 z w eie r sie h s ch TI eid end e n
Geraden 9 (g', g") und h (h', h") zu bestimmen. Erste Lösung.
Sei P der Schnittpunkt, E die Ebene von 9 und h. Man konstruiere
von beiden Geraden die ersten Spurpunkte GI' 111 und drehe die Ebene
E um ihre erste Spurlinie e1 == GI H 1 , bis sie mit TII zusammenfällt.
Dann beschreibt P einen Kreisbogen in einer auf el senkrechten Ebene;
sein Mittelpunkt ist der Fußpunkt J des l"otes von P auf ep Nach
28 ist auch P'J .L el; der Punkt P bewegt sich also in der Ebene
pp'J und fällt schließlich in die Gerade P'J. Bezeichnet man seine
Umlegung mit Po, so ist Po J == PJ, d. h. gleich der Hypotenuse eines
recktwinkligen Dreiecks mit den Katheten P' J und pp' == P" PX •
Daher die Lösung: Man ziehe P'J J. eI , mache auf el die Strecke
J K == P" Px und auf P' J die Strecke J Po == P' K. Dann sind Po GI
und POHI die Umlegungen von PG1 und PHI' also ist L G1 PoH 1
die wahre Größe des Winkels GI PHI.
Zweite Lösun.g. Ist P von TII so weit entfernt, daß die Aus-
führung der vorigen Konstruktion zu viel Platz beanspruchen würde,
so dreht man die Ebene E zweckmäßiger um eine passend gewählte
erste Hauptlinie m, bis sie 11 TII wird. Man zieht also m" 11 x, bestimmt
zu den Punkten m" X g" == 0", m" X h" === D" auf g' und h' bezw.
die Punkte C', D' und findet m' == C' D'. Sei nun ~ die durch m
gehende Horizontalebene , Q ihr Schnittpunkt mit PP', J der Fuß-
punkt des Lotes von P auf m; dann ist auch QJJ. m" und man erhält
in r die Umlegung Po von P, indem man JP von J aus auf QJ ab-
trägt. Da Q' mit P' zusammenfällt, so ist das Lot von ~)' auf m' die
erste Projektion von QJ. Die wahre Länge von J I) ergibt sich als
Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten P Q== plIQ"
und QJ = P' J'. Macht man auf P' J' die Strecke J' P~ gleich dieser
Hypotenuse, so ist P~ die erste Projektion von Po, mithin L C' Po D'
die erste Projektion des in r umgelegten Winkels C1)D und daher
seine wahre Größe.
Für die Umlegung einer ebenen Figur in eine Ebene gelten hier-
nach die folgenden Sätze:
1. Die Umlegung jedes Punktes und seine senkrechte
Projektion auf die Ebene liegen in einem I..4ot zur Drehungs-
achse.
2. Der Abstand dieser Umlegung von der Drehungsachse
ist die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, welches
das vom Punkte auf die Ebene gefällte Lot und den Abstand
seines Fußpunktes von der Drehungsachse zu Katheten hat.
3. Die Umlegung jeder Geraden geht durch den Schnitt-
punkt der Geraden mit der Drehungsachse.
36. Beziehu'ngen zwischen der Größe eines 'Vinkels und
der Größe seiner senkrechten Projektion. Sei BAC ein
spitzer Winkel und A C 11 Tl1" Zieht man B C J. AC, so ist Ruch
Fig. 2.
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B'C' .1 A' C' (28). In den rechtwinkligen Dreiecken B'A' C' und BA C
sind die Katheten A' C' und AC einander gleich, dagegen ist B' C' < BC,
folglich auch L A' < L A. D. h.: Ein spitzer Winkel, dessen
einer Schenkel zur Projektionse bene parallel ist, wird durch
sen k r e eh t e Pro jek t ion ver k lei n er t.
Aus denselben Dreiecken ergibt sich ferner, daß L B' > L 11
ist. In Worten: Ein spitzer Winkel, dessen einer Schenkel
eine Falllinie seiner Ebene ist, wird durch senkrechte Pro-
je k t ion verg r öß er t.
Wenn ein Winkel die durch seinen Scheitel gehende Hauptlinie
einschließt, die durch denselben Punkt gehende Falllinie aber aus-
schließt, so wird er durch senkrechte Projektion verkleinert. Schliefst
er umgekehrt die Falllinie ein, die Hauptlinie aber aus, so wird er ver-
größert. Schließt er beide Linien ein oder beide aus, so kann er ver-
kleinert oder vergrößert werden, oder ungeändert bleiben.
37. Aufgabe. Den Winkel zweier Ebenen E (eI' e:z) und
cl> (!I,f2) zu bestimmen. Erste J.Jösung. Fällt man von einem
beliebigen Punkte 1) auf E und <P bezw. die Lote g und h, so bilden
diese denselben \Vinkel, wie E und cl> (35).
Zwei te Lösung. (Fig. 2 gibt eine Skizze in schiefer Parallel-
projektion auf die Zeichenebene TI2. Der Index s, den wir früher zur
Bezeichnung der schiefen Projektion benutzt haben, ist hier der Kürze
wegen weggelassen.) Man lege senkrecht zur Schnittlinie GI G2 von
E und <P eine Ebene N;
diese schneidet E und ep
in den Schenkeln des ge-
suchten Winkels (X,. Ihre
zweite Spurlinie 11 2 ist
.1 G~ (J2 und kann im
übrigen beliebig ange-
nommen werden. Be-
zeichnet man mit 11, ()
und D bezw. die Schnitt-
punkte von n2 mit e2,
/2 und (}~ G2 , mit A
den noch unbekannten
Schnittpunkt von N und GI (;2' so ist L 11A C == (X,. Die Gerade DA
ist die Schnittlinie der Ebenen N und GI (;~ G2 ; sie ist die Höhenlinie
im Dreieck 1] AC, weil n2 auf der Ebene GI G~' G2 senkrecht steht,
und zugleich das I.Jot von D auf GI G2, weil N .1 (;1 (;-2 ist. Man er-
hält daher die wahre Länge von DA, indem man das rechtwinklige
Dreieck GI G~ G2 um seine Kathete G~ G2 in TI2 umlegt: Zieht man
G~' Gf .1 G~' G2 und == (}1 G~, sowie DA° .1 Gi) (;2' so ist DA
== DAo. Nunmehr ergibt sich die wahre Größe des Winkels (X, d'urch
UInlegung des Dreiecks 11 A C um 1J C in TT2• Dabei fällt die Höhen-
linie DA in die Gerade G~ G2 ; macht man auf dieser D Ao == DA0,
so findet man a == L 11 AoC. (In Fig. 2 liegt der Punkt A auf der
I)arallelen durch A 0 zu Gl G ~.)
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38. Aufgabe. Die Neigungswinkel Cl' c2 zu bestimmen,
welche die Ebene E (eI' e2) bezw. mit TII , TI2 bildet. Eine
Normalebene zu et durch einen beliebigen Punkt 0 von X schneidet
TI1 in 0 Q 1. e1 , TI2 in 0 R 1. x, E in der Falllinie QR. Dann ist
L 0 QR == cl' und man erhält seine wahre Größe durch Umlegung
des rechtwinkligen Dreiecks 0 QR um 0 R in TT2 : Macht man auf X
die Strecke 0 Qo === 0 Q, so ist L 0 Qo R === Cl. - In analoger Weise
ergibt sich C2.
Da Cl und c2 komplementär sind zu den entsprechenden Tafel-
neigungen einer auf E senkrechten Geraden, so folgt aus 17, daß
Cl + c2 > 900 ist.
39. Aufgabe. Die Entfernung des Punktes PCP', PlI) von
der Geraden 9 (g', g") zu bestimmen. Zweite Lösung. Man
findet die gesuchte Entfernung, indem man in der durch P und 9 be-
stimmten Ebene li. die Gerade PQ 1. 9 zieht. Um den rechten Winkel
zwischen 9 und P Q, sowie die Strecke P Q im Bilde in wahrer Größe
zu erhalten, drehe man die Ebene li. , bis sie zu einer Projektions-
ebene, z. B. zu TI2' parallel wird. Als Drehungsachse dient eine
zweite Hauptlinie von li. , am zweckmäßigsten die durch P gehende
Gerade n, die 9 in R schneidet. Da P und R fest bleiben, so ist nur
noch von einem beliebigen Punkte S von 9 die Umlegung So zu er-
mitteln. (Vergl. 3,5, zweite Lösung.) Dann ist R" $~ die zweite Pro-
jektion der Umlegung von g, und man findet ]JQ == plI Q~ 1. R" Sö.
Affinität zwischen einer ebenen Figur und ihrer
Parallelproje ktio n. Ebene Vielecke.
40. Zwischen zwei ebenen Figuren, deren eine die senkrechte
oder schiefe Parallelprojektion der anderen ist, besteht eine geometrische
Abhängigkeit (Verwandtschaft), die als Affinität bezeichnet wird:
Jedem Punkte und jeder durch ihn gehenden Geraden der einen Figur
entspricht in der anderen bezw. ein Punkt und eine durch diesen
gehende Gerade; parallelen Geraden entsprechen wieder parallele
Gerade u. s. f.
Die spezielle Lage, in der die beiden Figuren sich befinden, wenn
die eine als Projektion der anderen konstruiert wird, heißt die per-
spektive Lage. Sie ist durch zwei Eigenschaften gekennzeichnet:
1. Alle Verbindungslinien entsprechender Punkte (Affinitäts-
strahlen) sind parallel; 2. alle Schnittpunkte entsprechen-
der Geraden liegen in einer Geraden, nämlich in der Schnittlinie
der Ebenen beider Figuren (Affinitätsachse).
Projiziert man die betrachteten Figuren in beliebiger Richtung
auf eine neue Ebene, so erhält man wiederum zwei perspektiv
affine Figuren, deren Achse die Projektion der ursprünglichen
Affinitätsachse ist.
41. Konstruiert man von der in der Ebene E liegenden Original-
figur AB ... zwei ParallelprojektionenA'B' ... und AoBo ... auf
ein und dieselbe Projektionsebene TI, so sind .die Geraden A' A o, B'Bo•••
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einander parallel als Schnittlinien von TI mit den parallelen Ebenen
AA'A o, B B' B o ••• , und die Geraden A' B' und .AoB o .. schneiden sich
mit AB auf der Spurlinie e von E; die beiden Figuren sind also
unter sich perspektiv affin und haben e zur Affinitätsachse. Wählt
man nun insbesondere die projizierenden Strahlen AAo, BBo••• senk-
recht zur Halbierungsebene eines der be~den von E und TI gebildeten
Flächenwinkel, so ist AoBo... die Umlegung von AB ... , die sich
ergibt, wenn die Ebene E durch den betrachteten Winkel um e gedreht
wird, bis sie mit TI zusammenfällt. Daraus folgt: Die Parallel-
projektion und die Umlegung einer ebenen Figur in die Bild-
ebene sind perspektiv affin für die Spurlinie der Original-
eben e als Af f in i t ä t s ach se.
Sind demnach' von einer ebenen Figur .AB 0 ... die Spur-
linie e, die Umlegung AoBo00 ••• und das Bild A' eines
Punktes A bekannt, so ist die BildfiguF bestimmt.
Im Falle senkrechter Projektion ist AoA' .L e.
42. Kennt man von einem ebenen Vieleck .A B 0 D . .. die
Grundrißprojektion A'B'C'D' ... und von drei Punkten A, B, 0 auch
die Aufrißprojektionen A", E", C", so sind die Aufrißprojektionen
der übrigen Eckpunkte bestimmt. Man findet z. B. zum Punkte
J' == A' C' X E' D' den Punkt J" auf A" C", somit die Gerade E" J"
und auf dieser den Punkt D".
Im Schnittpunkte der Geraden A'B' und A"B" sind die beiden
Projektionen desjenigen Punktes vereinigt, in welchem die zweite
Halbierungsebene H2 von AB getroffen wird; das analoge gilt vom
Punkte B' 0' X B" e" u. s. w. Die genannten Schnittpunkte liegen
aber sämtlich in einer Geraden w, nämlich in den sich deckenden
Projektionen der Schnittlinie der Ebenen H2 und AB OD . .. Daraus
folgt: Die beiden Projektionen einer ebenen Figur sind per-
spek ti v aff in - selbstverständlich, nachdem die Umlegung der
ersten Projektionsebene in die zweite bereits vollzogen ist.
43. Aufgabe. Ein ebenes Vieleck ABO . .. ist durch
die Spuren Cl' e2 seine r E ben e E und seine er s t e Pro jek t ion
A' B' C' ... gegeben; seine zweite Projektion und seine
wahre Größe zu bestimmen. Erste Lösung. Man konstruiere
zunächst die zweiten Projektionen der Eckpunkte mit Hilfe von Haupt-
linien (~3), oder sogleich die zweiten Projektionen einzelner Seiten
(22 a). Darauf ergibt sich die wahre Größe des Vielecks durch Um-
legung der Ebene E, etwa um el in TI1. Hat man von ein e m Eck-
punkte.A (am zweckmäßigsten von demjenigen, der von el am weitesten
entfernt ist) die Umlegung A o ermittelt (35), so findet man Bo, Co ...
unmittelbar zufolge der perspektiv affinen Beziehung, die nach 41
zwischen Grundriß und Umlegung besteht.
Eine zweite Lösung beruht auf der Einführung einer neuen
Projektionsebene TT::l' die auf E und auf einer der ersten
beiden Projektionsebenen, z. B. auf TI1 und demnach auf el
senkrecht steht. Legt man die TTs durch einen beliebigen Punkt Q
von el und bezeichnet mit 0 und R bezw. ihre Schnittpunkte mit x
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und e2, so ist y === 0 QJ. e1, OB J. x und es === R QJ. el • Durch Um-
legung der TIg in TII gelangt das rechtwinklige Dreieck 0 QR nach
oQBO, w-enn 0 BO J. 0 Q und == 0 R gemacht wird.
Da E auf TI3 senkrecht steht, so befinden sich die dritten
Projektionen aller Punkte von E in eJ ; ihre Umlegungen A"',
B'" .•. sind also die Schnittpunkte von QBO mit den Loten, die von
A', B' ... auf die Projektionsachse y gefällt werden (11). Dann ist
Abst. (A", x) == AA' == Abst. (A"', y);
ferner A' A o J. el und
Abat. (Ao, Cl) == Abst. (A, Cl) == A'" Q.
Fällt der Punkt BO in unerreichbare Entfernung, so findet man
die Umlegung von e;~ ,indem man von irgend einem Punkte der Ebene
E, z. B. von dem beliebigen Punkte 8 der Geraden e'l' die dritte Pro-
jektion bildet [88' J. x, 8' 8'" J. y, Abst. (8"', y) == S8'J.
Ist das Vieleck durch die Spuren el , e'l seiner Ebene und seine
Umlegung A oB o ••• gegeben, so führen dieselben Konstruktionslinien
in veränderter Reihenfolge zur Bestimmung von Grund- und Aufriß.
L OQRo ist gleich dem Neigungswinkel EI von E gegen TIl •
44. Aufgabe. Von einem ebenen Vieleck kennt man
eine erste Hauptlinie m und den ersten Neigungswinkel Cl
seiner Ebene E, sowie die erste Projektion A~Bo ... seiner
Umlegung in die durch m gehende Horizontalebene L; die
Projektionen des Vielecks zu bestimmen. Eine dritte Projek-
tionsebene TIa J. m schneidet L in einer Geraden y J. m (y' J. m') und E
in einer Falllinie eJ , so daß L e.~, y == Cl ist. Wird TI;> UlU Y in L
umgelegt, so erhält man die Grundrißprojektion es der gedrehten Fall-
linie, indem man L Cl in Q' === m' X y' an y' anträgt. Macht man
auf es die Strecke Q' A'" === Abst. (Ao, m'), so ergibt sich A' als
Schnittpunkt der Lote von Ao auf 1n' und von A'" auf y', und es ist
Abst. (A", m") == Abst. (A"', y').
Mit Hilfe der dritten Projektion auf eine Ebene TI3 J. m löst man
auch die Aufgabe, die Figur AB ... um die Gerade m durch
einen gegebenen Winkel a zu drehen.
111. Ebenflächige Gebilde.
Das Dreikant.
45. Wir bezeichnen im folgenden hnmer mit 8 den Scheitel des
Dreikants, mit a, b, c die Kanten, mit A, B, r die ihnen der Reihe
nach gegenüberliegenden Seiten (Kantenwinkel). Unter La soll der
Flächenwinkel verstanden werden, den die Ebenen Bund r an der
Kante a einschließen.
Aufgabe. Ein Dreikant zu konstruieren aus den drei
Seiten A, B, r. Wir lassen die, Seite A === b, c mit der Zeichen-
ebene zusammenfallen und bilden von dem Dreikant nur die senk-
r
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rechte Projektion auf diese eine Ebene. Legen wir die Seite B um c,
die Seite r um b in Zeichenebene UIß, so gelangt a bezw. nach al und
a2· Zwei Punkte Al und A 2 , die auf a l und a'1 in beliebigen, aber
gleichen Abständen von S angenommen werden, sind die zugehörigen
Umlegungen eines Punktes A von a; seine Pro,lektion A' ist der
Schnittpunkt der Lote von Al auf c und von A 2 auf b. Damit ist die
Pro.lektion a' von a gefunden.
Bezeichnen wir mit J und ]( bezw. oie Schnittpunkte von c und
AIA', sowie von bund A 2 A', so sind die Winkel A~TA' und A](A'
gleich den Flächenwinkeln c und b. 'ViI' erhalten sie in wahrer
Größe, indem wir die rechtwinkligen Dreiecke AA'~Jund AA']( in die
Zeichenebene umlegen: Machen wir A' A 3 .1 ~JA', ~TA 3 === ~TAl und
A' Ai.l ](A', ](A 4 == ](A2, so wird L A3 JA' == L c und L A 4 ](A'
== L b. Dann ist A:\ A' === .r14 A', nämlich === AA'.
Um endlich L a zu ermitteln, ziehen ,vir in den Ebenen Bund r
die Geraden AL und AM .1 a bezw. bis c und b, in der Ulnlegung
also Al L +- al' A 2 M .1 a;l. Konstruieren ,vir von denl Dreieck L]J[A
die Umlegung LMA5, in welcher LA5 == I~Al' lJfA,") == MA2 ist, so
ergibt sich La === L LA 5 JJl.
Die drei Seiten A, B, r bestilTIlllen ein Dreikant nur dann, wenn
jede von ihnen kleiner ist als die SUtTI lue der beiden anderen.
46. Aufgabe. Ein Dreikant zu konstruieren aus einer
Seite A und den beiden anliegenden Winkeln bund c. Wir
Ipgen wieder A in die Zeichenebene und bestimnlen die Kante aals
Schnittlinie der Seitenflächen Bund r, die durch die Kanten c und b
gehen und mit der Zeichenebene die gegebenen 'Vinkel bilden. Eine
lIilfsebene, die in dem beliebigen Abstande h parallel zur Zeichenebene
gelegt wird 'I schneidet Bund r bezw. in den Hauptlinien n~ 11 c und
n \\ b. Um die Projektion von m zu bestimmen, denken wir uns durch
einen beliebigen Punkt C von c einen Normalschnitt gegen die Kante
c geführt. Trifft derselbe 1n in 1), so ist in deIn rechtwinkligen Dreieck
1)P' C, dessen Kathete () !" auf c senkrecht steht, L]' (] !" - L... c
und die Kathete ])]" ::~ h.\Vir erhalten also () I"~, d. h. den Ahstand
der parallelen Geraden c und n~', als zweite I(athete eines rechtwin k-
ligen Dreiecks, in welchelu der Kathete h der 'Vinkel c gegenüberliegt.
In analoger Weise ergibt sich die Gerade n'. I)ann geht a' durch den
Punkt A' === m' X n'.
Um den l\:antenwinkel B zu bestimmen, legen wir die Seite (a, c)
um c in die ßildebene UDl. Fällt hierbei A nach Al' so ist .Abst.
(Al' c) gleich der llypotenuse des vorher benutzten rechtwinkligen
Dreiecks I) 1)' C.
Dar 8 tell u n gei n i ger Vi elf 1ach e.
47. In Fig. 3 (a. f. S.) ist ein Tetraeder All CD in Grund- und
Aufriß dargestellt. Jeder projizierende Strahl, der den !{örper schneidet,
enthält einen sichtbaren und einen unsichtbaren Punkt seiner Ober-
fläche. Das windschiefe Viereck All ()D, in welchem die ersten pro-
jizierenden Strahlen das Tetraeder streifen (ohne es zu schneiden), heH3t
Müller, DarstE,lillende Geometrie. 2
18
0'5
c'
c"
C'4
Fig. 4.
B'4
B'
Fig. 3.
48. Auf gab e. Ein ger ade s P I" i s tu a
----:-----a; in Grund- und Aufriß darzustellen,
wenn gegeben ist 1. der Eckpunkt A
durch A', A.", 2. von der Grundfläche
AB 0 die durch A gehende erste Haupt-
linie m, der erste Neigungswinkel Cl und
die Grundrißprojektion A' 13~ O~ der Um-
legung in die durch 'In gehende Horizon-
talebene, 3. die Länge der Seitenkante
AD. Man konstruiere zunächst die Projektionen der Grundfläche in
derselben Weise wie in 44 mit Hilfe einer n~ .1. m. Da die Kante
AD \\ n 3 iet, so erscheint sie in dritter Projektion in wahrer GröLle
und senkrecht auf der dritten Spurlinie der Grundfläche. Dann ist ])'
der Schnittpunkt der Geraden A' D' J. n~' und D'" D' 11 n1.', ferner'
Abst, (D", m") == Abat. (D"', y').
49. Auf gab e. Ein I" e gel m ä ß i g e s Z w Ö1f f 1ach dar z u -
stellen, dessen eine Fläche AIA2A:~A4A5 in TI] liegt (Fig. 4).
Die übrigen Eckpunkte des Körpers befinden sich zu je fünf in drei
horizontalen Ebenen und bilden in ihnen drei regelmäßige Fünfecke,
die wir in der Reihenfolge VOll
unten nach oben mit BI ... B:l ,
01 • • • 05 , D 1 • • • D 5 bezeichnen.
Dabei soll B 1 denjenigen der
Punkte B bedeuten, der mit AI
durch eine Kante verbunden ist. Die
Punkte A und D, sowie die 'Punkte
Bund 0 liegen paarweise ~uf zehu
Geraden, die sich im Mittelpunkte
M des !{örpers halbieren; solche
Gegenecken sollen immer denselben
Index erhalten. Die Punkte A und
die Grundrißprojektionen der Punkte
D bilden zusammen die Ecken eines
regelmäßigen Zehnecks, und ebenso
sind die Punkte B' und 0' die Ecken eines zweiten regelmäßigen
Zehnecks , welches mit dem ersten parallel und konzentrisch ist. Wir
bezeichnen die Radien der umgeschriebenen Kreise für das erste und
zweite Zehneck bezw. mit 1'1 und r2' die Seite des ersten mit s.
der erste wahre Umriß und seine Grundrißprojektion der erste
schein bare Umriß des Körpers. Der erste \vahre Umrjß trennt den
im Grundriß sichtbaren Oberflächenteil vom unsichtbaren. Von den
heiden Kanten AO und BD ist AC im Grundriß sichtbar, denn wie
der Aufriß zeigt, trifft der erste projizierende
Strahl, der beide Kanten schneidet, die Gerade
A 0 in einem Punkte, der höher liegt als sein
Schnittpunkt mit B D. - Die drei in D zu-
sammenstoßenden Flächen sind im Aufriß un-
sichtbar; denn aus dem Grundrjß folgt, daß D
sich hinter dem Dreieck ABO befindet.A"
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Betrachten wir die Grundfläche Al ... A 5 als gegeben, so ist zur
Bestimmung der Grundrißprojektion des Zwölfflachs ein Eckpunkt des
zweiten Zehnecks, z. ß. B~, erforderlich. Drehen wir nun das Fünfeck
.111 Bi 04 B 2 A 2 um Al A~, bis es mit der Grundfläche zusanlmenfällt,
so gelangt 1-11 nach A 5 ; 1-J~ liegt folglich auf dem Lot VOll A 5 auf
Al A 2 , und ebenso ist A 2 B~ J. Al A o• - Noch genauer erhalten wir
Bi. durch folgende Überlegung: Die vier Punkte 1J~, D;, A ö' O2 liegen
auf einer Parallelen zu lJI'D~ und die Punkte 1Ji., D~, A 2, 05 auf einer
Parallelen zu M' Da. Das Viereck M' Da Bi. D~ ist folglich ein Rhom-
bus; es ist also DaB~ == r l , und die Strecke M' 1-Ji. wird von D8D~
senkrecht halbiert. Ferner ist Al D; 1I M' O2, also L1 1-1i. .A l D~
rtV L1 B~ JJ1' O~, Inithin L1 Bi. Al Da gleichschenklig und AI1J~ === s.
Hieraus folgt noch r 2 == rl + s.
Unl die Aufrißprojektion zu konstruieren, brauchen wir nur noch
die Entfernungen der Punkte Bund 0 von TI1 zu bestimmen. Be-
zeichnen wir sie bezw. mit hund i, so ist der erste Tafelabstand der
Punkte D == h + i. - Da die Bildstrecken Af) C~ und A 5 Bi. auf
A 5 A 3 senkrecht stehen, so sind auch die Originalstrecken A ö O2 und
A 5 BI senkrecht auf A:) As (28). Wir schließen hieraus allgemein,
daß von den sechs Diagonalen der Seitenflächen, die von einer Ecke
ausgehen, je zwei aufeinander senkrecht sind, die durch eine Diagonale
getrennt ,verden. Daher steht auch A;) C2 J. A:) BI' und da beide
Strecken einander gleich sind, so ist L1 A;-. Bi Bi. ~. Li O2 A:) O2, folg-
lich BI B~ == A 5 C~ und 0"1 (;2 == AG B~. Nun ist aber AG C12
== DaBi. == rl und A 5 Bi. === A()Da+ DaBi. == s + r 1 == r2' mithin
ergibt sich h == r1 und i === r2.
Aufgabe. Man konstruiere von dem dargestellten
Zwölfflach die schiefe Projektion auf die TT2 1).
S c h n i t t ein e s Vi elf1ach s mit ein e I' E ben e.
50. Man konstruiert den Schnitt eines Vielflachs "mit einer Ebene
E im allgemeinen in der Weise, daI3 man die Schnittpunkte seiner
Kanten mit E , also die Eckpunkte der Schnittfigur, ermittelt
(Kantenverfahren). Dabei kommen naturgemäß nur solche Schnitt-
punkte in Betracht, die innerhalb der begrenzten Kante liegen.
Um die Schnittpunkte der einzelnen Kanten mit E zu bestimmen,
bedient, man sich entweder der projizierenden Ebenen dieser Kanten
(26, 27), oder man benutzt eine TTg, die auf E und auf einer der beiden
ersten Projektionsebenen, mithin auf der betreffenden Spur von E
senkrecht steht. In diesem Falle konstruiert man also die dritte Pro-
jektion des Körpers (11) und die dritte Spur von E und erhält auf
ihr unmittelbar die dritte Projektion der Schnittfigur (43).
51. Aufgabe. Das Netz eines schiefen l>rismas zu kon-
struieren, dessen Grundfläche A I 1JI Cl in TI1 liegt. Die
1) Bezüglich weiterer Aufgaben über regelmäßige Vielflache vergl. unter
anderem die Lehrbücher der darstellenden Geometrie von Wie ne r (I, S. 128)
und Rohn und Papperitz (1, S. 99).
2*
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Seitenflächen des Prismas sind Parallelogramme, deren wahre Größe
aus je zwei Seiten und einer Diagonale leicht gefunden wird (18).
Vorzuziehen ist jedoch die Anwendung eines N 0 r mal sch n i t t s: l\lan
lege eine Ebene N senkrecht gegen die Seitenkante AI A 2 (Spurlinie
n l 1. Al A~) und bestimme ihren Schnitt Ag Bs Og mit dem Prisma
.mittels der dritten Projektion auf eine TIg 1. n1• [Projektionsachse
y 1. n l , Al A~' und A2A~' 1. y, Abst. (A~', y) === Abst. (A~, x),
ng 1. A~" A2" enthält die Punkte A3", 133", C3".J Ferner konstruiere
man die wahre Größe des Normalschnitts durch Umlegung der N in
TI1 ; dabei fällt AR nach A:2 auf Al A2, und es ist Abst. (A:~\ nl) gleich
der Entfernung des Punktes A3" vom Punkte n;~ X y.
Da die Seiten des Normalschnitts auf den Seitenkanten des Prismas
senkrecht stehen, so verwandelt sich jener bei der Abwickelung des
Prismas in eine Gerade mit den Teilstrecken Ag Bg = A:r I-]~; u. s. w.
Die Seitenkanten sind 11 TTg ; sie erscheinen daher in dritter Projektion
in wahrer Größe; man mache also im Netz Ag At 1. A 3 Bg und
=== A3" A~'. -- Kontrolle: die mit A 1 131 bezeichneten Strecken in Netz
und Grundriß müssen übereinstimmen.
52. Zur Bestimmung der ebenen Schnitte von Prismen und
Pyramiden kann außer dem allgemein gültigen I{antenverfahren
noch das Flächen verfahren benutzt werden, welches unmittelbar
die Schnittlinien der Ebene mit den Flächen des Körpers, also Sei te n
der Schnittfigur, liefert:
Auf gab e. Den Sc h n i t t der I~~ ben e E (eI' c2 ) mit ein er
Pyramide zu konstruieren, deren Grundfläche All CDE in
TIl liegt. Man lege durch die Spitze 8 der Pyramide eine Hilfsebene
~ IITI1• Diese schneidet E in einer ersten Hauptlinie m (m' 11 e1). und
die Seitenfläche 8AB in der Geraden S W 11 AB. Sind V und W
bezw. die Schnittpunkte von AB und e1, sowie von S Wund m, so ist
V W die Schnittlinie der Ebenen SA 1J und E; die Kanten SA und
SB begrenzen auf ihr die Seite Al BI der Schnittfigur.
Die Figuren ABO . . . und At BI 0 1 • •• stehen in folgender
Beziehung: Die Verbindungslinien entsprechender Punkte gehen durch
einen Punkt (8), und die Schnittpunkte entsprechender Geraden liegen
auf einer Geraden (eI). Solche Figuren nennt man - wie hier nur
beiläufig erwähnt werden soll - perspektiv kollinear. Der Punkt
S heißt Kollineationszentrum, die Gerade el Kollineationsachse
(vergl. später 167).
Die wahre Größe der Schnittfigur ergibt sich nach 43 (erste
Lösung) durch Umlegung in TI i .
Um das Netz der Pyramide zu konstruieren, bestimmt man
zunächst die wahren Längen der Seitenkanten und der auf ihnen
liegenden Abschnitte, indem man auf x z. B. die Strecke SxAo == S' A
macht und A~'AlO 11 X bis S" A o zieht, und zeichnet dann das Dreieck
SAB aus seinen drei Seiten, heftet an SB das Dreieck SB 0 u. s. w.
Man kann aber auch jede Seitenfläche einzeln um ihre Grundkante in
TI l umlegen (35).
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Dur c h d r i n gun g z w eie r Vi elf 1ach e.
R"
J"
Fig.5.
53. Zwei Vielflache durchschneiden sich entweder in einem oder
in mehreren (ebenen oder windschiefen) Vielecken. Im ersten Falle
sagt man, die Vielflache dringen ineinander ein, im zweiten spricht
man von einer vollständigen I)urchdringung (Durchbohrung) des
einen Vielflachs durch das andere.
Um die Durchdringungsfigur zu konstruieren, bestimmt mau in
der Regel zunächst ihre J1~ c k e n als die Schnittpunkte der unver-
längerten Kanten des einen Vielflachs mit den unerweiterten Flächen
des anderen und verbindet dann immer zwei solche J1:ckpunkte mitein-
ander, die in jedem Vielflach derselben Fläche angehören (I{ a n t e n-
ver fa h ren). In gewissen Fäl1en findet man aber auch unmittelbar
die Sei te n der gesuchten Figur als die Schnittlinien der Flächen des
einen Vielflachs mit den Flächen des anderen (Flächenverfahren).
Bei Anwendung des Kan-
tenverfahrens legt man durch
die ein~elnen Kanten geeig-
ne t e Hilfsebenen und ermittelt
für jede solche ]~bene ihren
Schnitt mit dem anderen Viel-
flach und hierauf die Punkte,
in denen die betreffende Kante
das so erhaltene Vieleck
schneidet. Als Hilfsebenen
dienen im allgemeinen die
projizierende n ]1~b enen der
Kanten.
---------------J;
K'
C'
54. Auf gab e. Die
Durchdringung des Tetra-
eders Al~CD lllit dem drei-
sei tigen Prism a El~-' (J H~TJ(
zu konstruieren (Fig. 5).
Wir lösen die Aufgabe nach
dem Kantenverfahren mittels
projizierender ]1:benen durch
die einzelnen I{anten. Um
z. B. die Schnittpunkte der
1'etraederkante A l~ mit dem
Prisma zu bestimmen, be-
nutzen wir die zweite pro-
jizie~ende I~bene von .11 B.
Diese schneidet die Prisma-
kanten EH, FJ, GK bezw. in den Punkten 1,2,3. (I" == A"l~"
X ItJ" H" u. s. w.) Die Strecke A' l~' hat Init den Seiten 2' 3' und
3' l' des Dreiecks l' 2' 3' bezw. die Punkte I/ und lJI' gelneill; die
Kante AB durchstößt also die Prismaflächen ]? (; ](~l und (} 1~;]1 ](
bezw. in L und M. - In derselben Weise verfahren wir der Reihe
nach mit allen Tetraeder- und Prismakanten, diejenigen ausgenommen,
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bei denen die bloße Anschauung zeigt, daß sie ganz außerhalb des
anderen Vielflachs liegen.
Wir haben schließlich unter den gefundenen Schnittpunkten immer
je zwei, die auf derselben Tetraederfläche und zugleich auf derselben
Prismafläcbe liegen, zu einer Seite der Schnittfigur zu verbinden. Dazu
bedienen wir uns zweckmäßig einer Tabelle, in der wir neben jedem
Schnittpunkte die Flächen notieren, in denen er sich befindet:
Punkte
L
Prü~maflächen
FGKJ
Tetraedertlächen
ABC, ABD
Bei diesem "...erfahren kann es sich ereignen, daß die pro.\izierende
Ebene, die wir durch eine bestimmte I(ante (z. B. F J) legen, den
anderen Körper in einem Vieleck schneidet, das von der Kante gar
nicht getroffen wird; dann zeigt sich erst hierdurch, dars die bet.rachtete
Kante überhaupt keinen Eckpunkt der Durchdringungsfigur enthält.
Um solche erfolglosen Versuche zu vermeiden, können wir, nachdem für
ein e Kante, etwa AB, wie vorhin die Schnittpunkte L und M be-
stimmt sind, in folgender Weise vorgehen. Da der Punkt M in der
Prismafläche GERK und in der ''fetraederfläche ABO liegt, so be-
ginnt in ihm die Schnittlinie dieser Flächen, und wir finden sie, indem
wir noch eine Kante der einen Fläche mit der anderen zum Schnitt
bringen. Benutzen wir hierzu z. B. die {{Rute EH und konstruieren
nach 27 ihren Schnittpunkt W mit der Ebene ABO, so ergibt sich
M Wals Schnittlinie beider F'lächen. Diese gehört aber der Durch-
dringungsfigur nur so weit an, als sie sich innerhalb des Dreiecks AB 0
befindet, also bis zu ihrem Schnittpunkte S mit der Kante B O. Da
B 0 auch im Dreieck B 0 D liegt, so beginnt in S die Schnittlinie
dieser Fläche mit GEHK, von der wir wied ~~ einen zweiten Punkt
ermitteln, u. s. w. Auf diese Weise erhalten wir die Eckpunkte der
Durchdringungsfigur sofort in der richtigen Reihenfolge, so daß die
Anlegung einer l'abelle überflüssig wird.
Die Projektion einer Seite der Durchdringungs6gur ist als sicht-
bar auszuziehen, wenn bei d e Flächen, deren Schnittlinie sie ist, in
der betreffenden Projektion sichtbar sind.
K 0 n t roll e n: Die beiden Schnittlinien einer Fläche des einen
Körpers mit zwei in einer Kante zusamtnenhängenden Flächen des
anderen treffen sich immer auf dieser Kante.
55. Handelt es sich um die Durchdringung zweier Pyramiden,
so können wir die Konstruktion nach dem Kantenverfahren dadurch
vereinfachen, daß wir an Stelle der bisher benutzten' projizierenden
Ebenen zweckmäßiger gewählte Hilfsebenen verwenden. Bei einer
Pyramide werden nämlich die einfachsten Schnitte durch solche
Ebenen erzeugt, die durch die Spitze gehen, denn diese schneiden die
Mantelfläche in Geraden aus der Spitze. Um daher die Schnittpunkte
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der Kanten der einen Pyramide mit der anderen zu konstruieren, legen
wir durch jede Kante eine Hilfsebene , die zugleich die Spitze der
anderen Pyramide enthält, d. h. wir benutzen Hilfsebenen durch
die Verbin dun g sI in i e beider Sp i tz en.
Sind Sund '1' die Spitzen der beiden Pyramiden, A 11 CD und
E F G bezw. die zugehörigen Grundflächen in den Ebenen E und cf>,
so bestimmen wir zunächst die Schnittlinie m dieser Ebenen, sowie
die Schnittpunkte Q und R der Geraden S T mit E und cf> (Fig. 6).
Dann erhalten wir z. B. die Schnittpunkte Al und A 2 der Kante S A
mit der anderen Pyramide, indem wir durch S A und STeine Hilfs-
ebene legen. Diese schneidet E in QA, m in ~ (auf QA), cf> in ~R,
das Dreieck EE'G in ~l und ~2 (auf ~{R), also den Mantel der
zweiten Pyramide in den Geraden ~l T und ~{2 T, welche auf SA die
Punkte Al und A 2 hestimmen. Haben wir in derselben Weise alle
übrigen }~ckpunkte der Durchdringungsfigur gefunden, so erkennen
E
m
E
wir ihre Reihenfolge ohne Benutzung einer Tabelle, indem WIr VOll A
und ~l aus beide Grundflächen derartig umfahren, daß die in ihnen
gleichzeitig erreichten Punkte immer in derselben Hilfsebene liegen.
Rückt der Punkt T in unendliche Entfernung, so verwandelt sich
die zugehörige Pyramide in ein Pr i sm a. I)aun bleibt die vorige
Konstruktion ungeändert, nur werden die Geraden S T, ~l T, ~2 T ...
parallel zu den Seitenkanten des Prismas.
Nach ganz demselben Verfahren ermitteln wir endlich auch die
Durchdringung zweier Prismen, indem wir durch die Se~tenkanten
jedes Prismas Hilfsebenen legen parallel zu denen des anderen (22 c).
Alle diese Ebenen schneiden E und cf> in parallelen Geraden.
56. Aufgabe. Die Durchdringung eines Prismas mit
einer Pyramide zu konstruieren, wenn die zugehörigen
Grundflächen AB CD und ](LlJI in TI! liegen (Fig. 7, a. f. S.).
Erste Lösung (Kantenverfahren) : 'Vir ziehen durch die Spitze S
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Fig. 7.
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der Pyramide parallel zu den Seitenkanten des Prismas die Gerade 8 Q
bis TI l und konstruieren dann genau so, wie in 55 angegeben wurde.
Zweite Ijösung (Flächenverfahren, vergl. 52): Eine hori-
zontale Ebene durch 8 schneidet dns Prisma in einem V"iereck .BJFG H,
das zu ABC _D parallel und
kongruent ist, und die Seiten-
flächen der Pyramide in drei
durch 8 gehenden Geraden
p 111(L, q 11 L~f, 1·11 M]i. Um
z. B. die Schnittlinie der }1"lächen
ABFE und 81{L zu ermit-
teln, bestimmen wir die Punkte
T==ABx ]iL und U==EF
X p; dann ist TU die ge-
suchte Schnittlinie, die aber
als Seite der I)urchdringungs-
figur nur so weit in Betracht
kommt, als sie innerhalb der
begrenzten Seitenflächen liegt,
also von ihrem Schnittpunkte
Al mit AE bis ](1 auf 81(.
In Al wird sich die Schnitt-
linie derFlächenADIIE und
8 J(L anschließen u. s. w.
Soll die Seite Al ](1 der
Durchdringungsfigur in das
Netz der Pyramide eingetragen
werden, so' benutzen \\'ir
wieder die Punkte Tauf ](L
und U auf p (8 U 11 KL und
== 8' U'). '
S c hat t e n k 0 n s t r u k t ion e n.
57. Um die Anschaulichkeit der Abbildung zu erhöhen, denken
wir uns die dargestellten Objekte aus einem endlichen oder unendJich
fernen Punkte L beleuchtet. Während in Bezug auf Lais Projektions-
zentrum (Auge) die Oberfläche jedes undurchsichtigen Körpers in
einen sichtbaren und einen unsichtbaren Teil zerfällt, die durch den
wahren Umriß getrennt werden, unterscheiden wir für L als Licht ...
quelle diese beiden Oberflächenteile als den beleuchteten und den im
Eigen- oder Selbstschatten befindlichen Teil und bezeichnen ihre
Trennungslinie , in deren Punkten die Lichtstrahlen die Oberfläche
streifen (berühren), als Eigen - oder SeI bsts chatten grenze (Lich t-
gren z e). Die streifenden Lichtstrahlen umschließen hinter deIn
Körper seinen Schatten ra um. Jede Oberfläche, die in diesen I{autu
hineinreicht, empfängt vom Körper einen S c h lag sc hat te n, dessen
Grenzlinie von jenen streifenden Lichtstrahlen ausgeschnitten wird.
Die Sc h 1a g s c hat te n g ren z e ist also die Projekt~on der Eigen-
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schattengrenze aus L und geometrisch dasselbe, WIe der scheinbare
Umriß des Körpers für LaIs Projektionszentrum.
Wenn nicht ausdrücklich das Gegenteil bemerkt ist, werden wir
im folgenden immer voraussetzen, der Punkt L sei unendlich fern.
Wir wählen ferner die parallelen IJichtstrahlen immer so, daß sie von
links oben und vorn nach rechts unten und hinten gerichtet sind, und
zwar zumeist parallel zur l)iagonale eines Würfels, von welchem drei
Kanten mit den Projektionsachsen x, y, Z zustunmenfaJlen. I)iese he-
vorzugte Lichtrichtung soll kurz als "Richtung der ,V ürfeldiagonale"
bezeichnet werden.
58. Aufgabe. Bei gegebener Lichtrichtung l (1', l") den
Schlagschatten zu bestimmen, den der Punkt lJ (P', P") auf
eine der Projektionsebenen \virft. l)er Schlagschatten von P
auf Tll oder Tl2 ist bezw. der erste oder z\veite Spurpunkt des durch
P gehenden Lichtstrahls (15) ~ 'wir bezeichnen ihn im folgenden immer
bez\v. mit P h oder jJv• I)a die Projektionsebenen als unbegrenzt und
undurchsichtig vorausgesetzt werden, so werfen zufolge der über die
IJichtrichtung getroffenen Ann::thme (57) nur die im ersten Quadranten
liegenden Punkte Schatten, und zwar entweder auf die + Tl l oder die+ Tl2• Für Licht in der Richtung der 'Vürfeldiagonale ist Pit ]}v I1 x.
59. A ufga b e. Den Schlagschatten der Strecke AB auf
die l)rojektionsebenen zu konstruieren. Man konstruiere von
den Endpunkten A und B den Schatten .L1h und Iht auf TI I • Liegt
....l h oberhalb, B h unterhalb x und schneidet AhBh die Achse in e, so
ist der Schatten von AB die gebrochene Linie ....4u CBh•
1st AB 11 TI!, so wird .f1h B h # AB. Steht AB.l. TI!, so ist
.A_hBh lll'.
60. Um zu entscheiden, ob von einer ebenen Figur, etwa von
einem Dreieck AB e, im Grundrjß die beleuchtete oder die illl Eigen-
schatten befindliche Seite gesehen wird, schneiden wir die Figur mit
einer Ebene, die zur ersten projizierenden Ebene des LichtstrabIs 1
parallel ist, in einer Geraden 1) 1~ (D' 1~;' 11 7'). Dann zeigt sich itn
Aufrifs, ob die in der I-lilfsebene verlaufenden ersten projizierenden
Strahlen und die in ihr liegenden IJichtstrahlen diesel be Seite von
D E treffen, oder nicht. Im ersten Falle ist die im Grundrjß sichtbare
Seite der Ebene AB e beleuchtet. Konstruieren ,viI' den Schlag-
schatten auf TI!, so sind in diesem ~-'alle die Dreiecke A' B' C' und
AhBh eh gleichen Sinnes (20).
Die Grundrißprojektion einer ebenen Figur und ihr Schat.ten auf
TI1 sind perspektiv affin (41).
61. Aufgabe. Den Schlagschatten des Prismas A1/CDEl~'
auf oie Projektionsebenen, sowie seinen Eigenschatten zu
be s tim m en (Fig. 8, a. f. S.). Wir konstruieren zunächst den vollstän-
digen Schlagschatten auf die TI!, so wie er sich gestalten würde, "renn
die TI2 durchsichtig wiire. Haben wir von den durch A, 13, C\ D ge-
zogenen Lichtstrahlen die ersten Spurpunkte A h • •• ermittelt, so
ergeben sich Eh und Fh sofort aus der Bemerkung, daß i/li P;", und
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A hChBhEhDh, das alle übrigen Ver-
bindungslinien einschließt, und diesem
entspricht auf deIn Prisma die Eigen-
schattengrenze A CBED. Daß übri-
gens die Punkte C und D der Eigen-
schattengrenze angehören, ist ohne
weiteres klar, weil in C' und D' der
erste scheinbare Umriß von je einer
Parallelen zu l' gestreift wird, und
das Analoge gilt im Aufriß von A und
E. Da der Kantenzug A CBEDA die
beleuchteten l)rismaflächen von den im
}~igenschatten befindlichen trennt, so
ergibt sich aus der Anschauung, daß
nur die }i'Jächen ABC und A IJ E D
beleuchtet sind. Davon überzeugen
wir uns auch, indem wir das Prislna
mit einer Hilfsebene schneiden, die zur
ersten projizierenden I~bene von l par-
allel ist. Die so erhaltene Schnittfigur
P QR S wird von den durch Q und S
gehenden Lichtstrahlen gestreift, und
liegenden Seiten SPund P Q sind dem
D'
---------x
/
ChFh # AhDh sind. Denken wir uns nunmehr die Schatten aller der-
jenigen Eckpunkte verbunden, die auf dem Prisma selbst durch Kanten
verbunden sind, so erhalten wir als Schlagschattengrenze das Fünfeck
Fig. 8.
"""l" E"
""~"'/,'/jj'i~ ~_
.A!' . --"-. F"
0"
die in AB C und AB ED
Lichte zugewendet.
Die Punkte D und E werfen ihren Schlagschatten in 'Virklichkeit
nicht auf die Tll' sondern auf die Tl2; der Schlagschatten des Prismas
wird also in den Schnittpunkten Mund N von AhD und BhEh mit
x gebrochen. Die Figuren MDhEhN und MDvE N sind pel'spek-
ti v affin für x als Affinitätsachse.
62. Um den Schlagschatten einer Figur auf eine andere
F i gu r zu bestimmen, können wir zwei verschiedene Wege ein-
schlagen:
J. Wir bestimmen unmittelbar die Schnittpunkte der von den
Schatten werfenden Punkten ausgehenden. Lichtstrahlen mit den
Schatten empfangenden Flächen unter Anwendunf! geeigneter Hilfs-
ebenen, in der Regel mittels prOjizierender Ebenen durch die einzelnen
Lichtstrahlen. (Direktes Verfahren, insbesondere Methode der
projizierenden Ebenen, analog dem Kantenverfahren bei Durch-
dringungen, vergl. 53.) .
11. Sind a und b zwei gerade (oder' krumme) Linien im Raume,
ah und bh ihre Schatten auf irgend eine Ebene, etwa auf die Tl}, und
treffen sich ah und bh in einem Punkte ])h, so ist dieser der Schatten
sowohl eines Punktes von a als auch eines Punktes von b, d. h. der
durch Ph rückwärts gezogene Lichtstrahl schneidet beide Linien.
Trifft er zuerst a in P, hierauf b in Q, so empfängt a in P Schlag-
schatten vom Punkte Q auf b. - Um hiernach den Schlagschatten zu
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konstruieren, den das Vielflach A vom Vielflach B empfängt, ermitteln
wir zunächst den Schlagschatten beider Vielflache auf die Tl}. l)a
nur die beleuchteten Flächen von A Schatten erhalten, und da die
Grenzlinie dieses Schattens von der Eigenschattengrenze auf B her-
rührt, so suchen wir in Tl1 die Schnittpunkte der Schlagschattengrenze
von B mit den Schatten der beleuchteten l\:anten von A (einschließlich
der Schlagschattengrenze von A) und projizieren die gefundenen
Punkte in der Lichtrichtung auf die betreffenden I{anten von A. (1 n-
direktes Verfahren, Methode des Zurückprojizierens.)
IV. Der Kreis.
63. Sei E irgend eine Originalebene , k eine in ihr liegende
Kurve, k' die senkrechte oder schiefe Parallelprojektion von k auf die
Ebene Tl, so sind kund k' perspekti v affin für die Spurlinie e von
E als Affinitätsachse (40). Dabei entspricht der Tangente in
einem Punkte P von k die Tangente im Punkte P' von k/, denn
beide Geraden sind die Verbindungslinien entsprechender Paare von
unendlich benachbarten Punkten auf kund k'.
Den Schnittpunkten von k mit einer in E liegenden Geraden g
sind der Reihe nach die Schnittpunkte von k' mit der ßildgeraden g'
zugeordnet; daraus folgt: Die Projektion einer ebenen !(urve
n ter Ordnung ist wieder von der n ten Ordnung.
64. Ist die Kurve kein I(reis, so entsteht als Bildkurve k' eine
im Endlichen geschlossene I{urve zweiter Ordnung, d. h. die Pa,rallel-
projektion des Kreises ist im allgemeinen eine Ellipse.
Die Projektion M' des Kreismi ttelpunktes M ist der
Mittelpunkt der Bildellipse; denn M' ist der Mittelpunkt der
Projektionen aller Kreisdurchmesser (1). Zieht man in k zwei auf-
einander senkrechte Durchmesser, so ist jeder von ihnen parallel zn
den 'rangenten in den :Endpunkten des anderen. I)ann gilt dasseihe
von den entsprechenden l}urchmessern von k', d. h.: Z w ei auf ein-
ander senkrechten Kreisdurchmessern entsprechen zwei kon-
jugierte ]1~llipsendurchmesser.
65. Aufgabe. 'Ton dem !(reise k ist die Spur e seiner
:E~ben e, sei neU In1egun g ko in die Bi1d eben e TI u n cl von sei n e n1
Mit telpu n k te lJI das BiId M' ge g eben; die Ach 8 e n cl e r 13 i1d -
ellipse k' zu konstruieren. Man bestimme den Schnittpunkt 0 von
e mit der Mittelsenkrechten von Mo M', beschreibe um 0 mit dem
Radius 0 Mo einen Kreis ~ der e in V und W schneidet, und ziehe in
ko die nach V und W gehenden l)urchmesser A oBo und (,10 Do• Ihnen
entsprechen in der perspektiv affinen Figur auf lJl' V und M' W dip
Achsen A' B' und C' D' von !c'; denn A'11' und C' D' sind zwei auf-
einander senkrechte, konjugierte l)l1rchmesser der ßildellipse.
Im Falle senkrechter Projektion ist M~])[' 1. e; dann ist die
große Achse von k' 11 e und gleich dein Durchmesser von ko·
66. Sind von der Eil i ps e k z we i k 0 n j u g i e r teD u rc h In es se r
. AB und OD gegeben, und beschreibt man über dem einen
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derselben, z. B. über AB, unI den Mi t telpunk t lJt von lc den
Kr eis k0, S 0 k a TI n m a TI lc als die pers p ek t i v a f f in e Kur v e zu lco
betrachten für AB. als Affinitätsachse. Dabei entspricht dem
Ellipsendurchmesser CD der auf AB senkrechte Kreisdurchmesser
Co Do; die Affinitätsstrahlen sind also 11 Co C. Hieraus ergibt sich die
folgende Konstruktion der l~llipse lc: l\lan fälle von einem he-
oliebigen Punkte Po von lco auf AB das Lot Po Q und ziehe QP IllJf.C
und PoP 11 Co C; dann ist P ein Punkt von le, denn der zu ko gehören-
den Geraden Po Q entspricht ·in der affinen Figur die Gerade PQ.
Die Ellipsentangente in P geht durch den Schnittpunkt der Kreis-
tangente in ]Jo mit der Affinitätsachse AB.
Ist von einer Ellipse ein Durchtnesser AB, die Richtung des kon-
jugierten Durchmessers und ein !)unkt P gegeben, so findet man aus
der eben betrachteten Figur umgekehrt die L ä n g e des konjugierten
Durchmessers.
Die affine Beziehung zwischen der I~llipse k und dem
Kr eis e ko li e f er t ein b eq u e m es Mit tel, um ein e Re i h e von
Konstruktionsaufgaben über die Ellipse durch Zurückfüh-
rung' auf die analoge Aufgabe am Kreise zu lösen. Sollen .z. ß.
an die durch zwei konjugierte Durchmesser AB und CD gegebene,
aber nicht gezeichnete Ellipse k aus einem beliebigen Punkte R der
Ebene Tangenten gezogen werden, so konstruiere man zu R den in
der Kreisfigur entsprechenden PunktRo (RB I1 CM bis .111J, BRoJ.AB,
R R o 11 C Co), lege aus B o an den Kreis lco die Tangenten und verbinde
R mit den Punkten, in denen jene die Affinitätsachse ABschneiden.
67. Konstruktion der Ellipse aus ihren Achsen AIJ==2a
un d CD === 2 b (a > b). Die Ellipse k ist wieder perspektiv affin
zu dem Kreise, der AB zum Durchmesser hat; wir bezeichnen ihn
gegenwärtig mit kl • Dem Punkte C von k entspricht der Schnittpunkt
Cl von kI mit der verlängerten Halbachse Me; eineIn beliebigen
Punkte 1\ von kl ist also nach 66' derjenige Punkt P von k zu-
geordnet, der die auf AB senkrechte Strecke PI Q in deinseIben Ver-
hältnis teilt, wie C die Strecke Cl M. Beschreiben wir daher um M
mit deIn Radius JJ! C den Kreis k2 , der lJ1PI in 1J2 schneidet, so er-
halten wir P als Schnittpunkt von PI Q mit der Parallele durch ]J2
zu AB.
Verstehen wir unter le3 den Kreis um M Init dem Radius a + b,
unter 1)3 seinen Schnittpunkt mit MP1 , so ist 1) ])'& die Normale der
Ellipse in P. Denn die Tangente von k in ]) geht durch den Schnitt-
punkt V von AB mit der Tangente von kf in PI; dann folgt aus
der Ähnlichkeit der Dreiecke 1)1 P 1)2 und V 1)1 M, daß auch die Drei-
ecke ]J P2]J3 und P P1 V einander ähnlich sind, mithin ist L ])3]J ]J2
== L VPPl , also L V1)Pa == 900•
Sind Rund S die Schnittpunkte von AB und CD lnit der
Parallele durch P zu M PI' so ist ])R == b, 1)S == a. Gleitet daher
die Strecke RB == a - b mit den Punkten Rund S auf den Achsen
AB und CD, so beschreibt der auf ihrer Verlängerung liegende Punkt
1) die Ellipse. - Machen wir ferner auf AB die Strecke QT -== R Q
und ziehen T P bis U auf CD, so wird ]J U. a, P T == b; die Ellipse
ti
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entsteht also auch als Bahnkurve von 1\ wenn die Endpunkte der
Strecke TU == a + b sich bezw. auf AB und CD bewegeI}, (Papier-
streifenkonstruktionen der Ellipse.)
Hieraus folgt beiläufig: !{ennen wir von einer Ellipse die eine
Achse AB = 2 a und einen beliebigen Punkt 1), so finden wir die
Länge b der anderen Halbachse , indelll wir um 1) mit a einen Kreis-
bogen beschreiben. Trifft dieser die nicht gegebene Achse in S, und
schneiden sich PS und AB in R, so ist 1)R == b.
Um die Ellipse möglichst genau zu zeichnen, benutzen wir noch
ihre Scheitelkrümmungskreise. Bilden wir das Rechteck AltlCE
und fällen von E auf A C ein Lot, so trifft dieses A 1J und (J D bezw.
in den l{rümlllungsmittelpunkten 1? und G der Scheitel A und (). Dann
. t o. l' h A F b2 d 0 G a2 • U"l .. . bIS nam lC . f === -~- un ::::::: --- In >erelnstlillillung Illlt e-
u b
kannten Formeln der analytischen Geometrie.
68. Konstruktion der Achsen einer Ellipse aus einein
Paar konjugierter DurchInesser. Wir bezeichnen wieder IDit M
den Mitt.elpunkt, mit AB und CD die Achsen einer Ellipse k, Init k1
und k2 die !(reise über den Durchmessern A 11 und 0 D. In k} wählen
wir irgend zwei aufeinander senkrechte Radien ß[EI und ][G1 ,
schneiden sie mit k'J. in E 2 und G2 und bestimmen nach 67 zu EI
und GI die entsprechenden Ellipsenpunkte liJ und G (E} E 1. A ]1,
E 2 E 11 ABu. s. w.). Dann sind ME und .lJI G zwei konjugierte Halb-
messer von k, und es ist LI EI E 1~'1 =~ Li G2 G Gl • Drehen wir
Li MG1 G um ];1, bis G1 mit EI' also G2 mit E 2 zusamn1enfällt, so
gelangt ]1 (} nach ]I~T 1. ]J! G. In dem Rechteck IDI pJJ1J'l J halbieren
sich die I)iagonalen in 0; sind also Sund T die Schnittpunkte von
EJ lnit Al] und CD, so ist 0 S == 0 ~r == OlJI und ][EI == ~TS
== M A, sowie M 1~2 === ~T T == M O.
Kennen wir daher umgekehrt von der I~llipse 7c die konjugierten
I)urchmesser E J? und () 11, so finden wir die Achsen in folgender
Weise: Wir ziehen 1J[~r 1. ]l G und beschreiben um den Mittelpunkt
o von EJ lllit () ßI eine)} Kreisbogen, der I1J J in Sund '11 schneidet.
Dann gehen die Achsen A.J~ und () D hezw. durch Sund T, und zwar
ist ]JIA ~ ~TS, Me == ~r '11•
69. A ufgabe I~inen Kreis k in Grund- und Aufriß dar-
zustellen, wen n ge ge ben ist die erste Sp ur linie Cl un d der
erste Neigungswinkel Cl seiner I~bene E, die erste Projekt,ion
M' sein es Mittelpunktes M un d sein }{adius 1'. Die erste Pro-
jektion von k ist eine Ellipse k' mit dem Mittelpunkte lJI'. AJle
Durchmesser VOll k erscheinen im Grundriß verkürzt, mit Ausnahme
des zu e1 parallelen Durchmessers AB, der in wabrer Größe abgebildet
wird. Ziehen wir also durch M' die Gerade A' I~' \1 e1 und machen
M' A' == ]1' B' == r, so ist A' B' die große Achse von k'. Die zu-
gehörige kleine Achse ist die Grundrißprojektion des auf A11 senk-
rechten Kreisdurchmessers OD. l)ieser geht durch den Fußpunkt ~T
des Lotes von M' auf el und bildet mit lJI' J den Winkel Cl' l)urch
Umlegung in TI! gelangt der Winkel ltlJlJI' nach MoJM' == Cl und
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M nach 1110 auf A'B'; machen wir dann auf J lJ10 die Strecke Mo Co === r,
so ist Co C' 1. J lU'.
Die Aufrißprojektion von k ist eine F=llipse k" mit dem lVlittel-
punkte M", wobei Abst. (lJi", x) === lJ1' lJIo• Der zu TI2 parallele Kreis-
durchlllesser E 1? liefert die große Achse von k"; um sie zu erhalten,
ziehen wir M' N 11 X bis el' NN" 1. X und machen auf M" N" die
Strecke lU." E" == M" 1?" === r. V()n der Ellipse k" kennen "1ir ferner
den Punkt A" auf der Parallelen durch lJ1" zu x; wir finden also die
kleine Halbachse nach 67.
Der Schlagschatten von k auf TI1 ist eine Ellipse kh , die den
Schatten lJJh von M zum Mittelpunkte hat. Bilden wir von k die
Umlegung in TII , so finden wir die .Achsen von kh nach 65.
v. Die Kugel.
70. Im Anschluß an früher gebrauchte Bezeichnungen verstehen
wir bei einer krummen Fläche unter wahrem U mriß den geometri-
schen Ort derjenigen Flächenpunkte , deren projizierende Strahlen die
Fläche berühren, unter s c h ein bar emU m riß die Projektion der
wahren Umrißlinie.
Darstell ung einer Kugel, die durch ihren Mittelpunkt
M (M', M") und ihren Radius r gegeben ist. Iler erste wahre
Umriß der Kugel ist der horizontale Hauptkreis u, der erste scheinbare
Umriß der I{reis u' um M' mit dem Radius r. Die zweite Projektion
von u fällt zusammen mit dem zu X parallelen Durchmesser des zweiten
scheinbaren Umrisses v". Alle Punkte der oberhalb u liegenden. Halb-
kugel sind im Grundriß sichtbar.
Um von dem Punkte ]J der Kugelfläche, der durch seinen Grund-
riß p' gegeben ist, die Aufrißprojektion zu konstruieren, benutzen
wir den durch P gehenden horizontalen Kugelkreis p. Seine Grund-
rißprojektion ist der Kreis p' um M' mit dem Radius M' P'. Dem
Punkte Q', in welchem p' die Grundrißprojektion v' des zweiten wahren
·Umrisses v schneidet, entsprechen im Aufriß zwei Punkte von v"; von
den zugehörigen horizontalen Sehnen kann jede als Aufrißprojektioll
von p betrachtet werden.
71. A ufga be. Den Schni tt der Eben e E (e l , e2) mi t einer
Kugel vom Mittelpunkte M (M', M") zu konstruieren. Die
Schnittkurve ist ein Kreis k, der den Fußpunkt 0 des von JJI auf E
gefällten IJotes zum Mittelpunkte hat. Wie beim ebenen Schnitt eines
Vielflachs bedienen wir uns einer dritten Projektionsebene TIg , die auf
e1 senkrecht steht und TI1 in der Geraden y .L el schneidet, und be-
stimmen in der umgelegten TIa die dritte Spurlinie e:~ (43), sowie den
Punkt M'" und den dritten scheinbaren Umriß w'" der Kugel. Die
auf e3 liegende Sehne 0'" D'" des Kreises w'" ist die dritte Projektion
und zugleich die wahre Größe des auf e1 senkrechten Durchmessers
von k, sowie die dritte Projektion des Schnittkreises selbst. Um die
Projektionen des Mittelpunktes 0 zu erhalten, ziehen wir M'" 0'" 1. e3'
M' 0' .L e1, 0'" 0' 11 Cl' 1J1." 0" .L e2. Die Grundrißproiektion von k ist
~t,
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eine :Ellipse k' lllit dem Mittelpunkte 0', der kleinen Achse C' D' .L Cl
und der großen Achse A' B' == 2 . 0'" C"'. Die große Achse der
]~llipse k" ist 11 e2 und ebenfalls == 2 . 0'" 0"'; die zugehörige kleine
Achse ergibt sich nach 67 mittels des Punktes A" (0" A" 11 x).
Die Konstruktion gestaltet sich noch etwas einfacher, wenn wir
die Ebene TIs durch lJ{ legen und sie um den in ihr befindlichen hori-
zontalen Kugeldurchmesser drehen, bis sie 11 TI l wird.
Die Ebene des ersten wahren Umrisses u schneidet E in einer
ersten Hauptlinie 11, und diese trifft u in T und U, den Endpunkten
des im Grundriß sichtbaren Teiles von k. Die Ellipse k' berührt den
Kreis u' in T' llnd V', denn die l'angenten an kund 'u in T liegen in
der Berährungsebene der Kugel in 1\ die auf TI1 senkrecht steht, l111(}
~eren erste Projektion luit der rrangente in T' an u/ zusammenfällt. -
Uherhaupt gilt ganz allgemein der Satz: Liegt auf irgend einer
krummen Fläche eine Kurve k, die den wahren Umriß ~t in
ei TI em P unkte 11 s c h n eid e t , s 0 beI' ü h r t ihr e Pro j ek ti 0 n k' den
s ch ein bar en lT m I' i ß ~t' in T' .
72. Aufgabe. l)en Schnitt des .Dreiecks ABC mit einer
Kugel vonl Mittelpunkte lJI zu konstruieren. Wir bestimmen
eine hinreichende Anzahl von Punkten des Schnittkreises k, indem wir
durch I{ugel unuDreieck eine Reihe horizontaler Hilfsebenen legen.
:Eine solche J1~bene schneidet die !{ ugel in einem Kreise p, das Dreieck
in einer Geraden S T, und diese trifft p im allgemeinen in zwei Punkten
1) unu Q von k. I)abei komnlen nur solche Punkte in Betracht, die
innerhalb der hegrenzten l)reiecksfläche liegeIl.
lTm die SchIiittpunkte D und E der Geraden AB mit der
K uge I zu erhalten, schneiden wir die I{ugel mit der ersten projizie-
renden ]~bene von A.l1 in einem Kreise i, dessen erste Projektion mit
der auf A' B' liegenden Sehne I?' G' des Umrif3kreises u' zusammenfällt.
Sein l\fittelpunkt 0 ist der Fußpunkt des IJotes VOll lJI auf diese
Ebene, also von TIl ebenso weit entfernt wie J.ll.Legen wir die ]~~hene
ABB'A' in TI 1 um, so gelangen AB, 0, i bezw. llach AuBo, 0 0, '10;
dabei ist A' A o .L A' .lJ' Hlld == Ahst. (AI', x), 1J/.' 0 0 .L A' ll', 0' ()o
=== A. bst. (lU ", x) und der ]ladius von io === 0' ]?'. Die (ierade AoB o
trifft 1·0 in Du und Eu u. s. w.
73. A. ufgabe. l)ie :Eigenschattengren7.e einer Kugel für
I)arallelbeleuchtung zu konstruieren. Wir bezeichnen mit lJI
den Mittelpunkt, Init u und v den ersten und zweiten lJmrif3 der Kugel,
mit l den durch ]Jf gehenden Ijchtstrahl. IJie gesuchte ]~igenschatten­
grenze ist ein Hauptkreis s, dessen Ebene auf l senkrecht steht, ihre
erste Projektion also eine F~llipse s' mit dem Mittelpunkte 111'. l)a alle
Durchmesser von s im Grulldriß verkürzt erscheinen, mit .A.usnahme
des horizontalen, also in u liegenden l)urchmessers AB, so ist die auf
l' senkrechte Strecke A' B' die große Achse von s'. Die zugehörige
kleine Achse ist demnach die G-rundrißprojektion desjenigen I)urch-
Inessers 0 D von s, der sich in der ersten projizierenden l~:bene von 1
befindet. I)iese schneidet die 1\ ugel in einem Hauptkreise i, von welchem
... l und () D zwei aufeinander senkrechte l)urchmessel' sind. lJm C' ])'
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zu konstruieren, drehen \vir den Kreis i um den vertikalen I{ugeldurch-
messer, bis er mit v zusammenfällt. Dabei beschreibt der auf 1 beliebig
gewählte Punkt L einen horizontalen Kreisbogen bis L o (M' L~ 11 x und
== JJl' L', L" L~ 1I x). Dann ist M" L;; die Aufrißprojektion 7~ des
gedrehten l.Jichtstrahles; ziehen wir also in v" den I{adius lJ1" C~ J.l~
als Aufrißprojektion der gedrehten Strecke lJ1 C, so finden wir auf v'
den Punkt Cl; und auf l' den Punkt C' (M' C' === M' ()(~).
Die Aufrißprojektion von 8 ist eine I~llipse, die den auf l" senk-
rechten Durchmesser von v" zur großen Achse hat. Sie geht ferner <lurch
den Punkt A" auf ~t", wodurch die 1,leine ~\chse nach 67 bestimmt ist.
Die Pro jek t ion der Eigen s chat t eng ren z e be r ii h r t den
scheinbaren Umriß in denjenigen Punkten, deren Tangen-
ten zur Projektion des Lichtstrahles parallel sind. I)ies gilt
allgemein für jede krumme Fläche; denn trifft die Eigenschatten-
grenze 8 einer solchen Fläche den wahren Umriß u im Punkte A, so
liegen der durch A gehende Lichtstrahl und die zugehörigen rrangenten
von u und 8 in der Berührungsebene von A, und da diese auf der be-
treffenden Projektionsebene senkrecht steht, so fällt ihre Projektion mit
der des Lichtstrahles zusammen.
Die Grenze des Schlagschattens der Kugel auf TI! ist der
Schatten von 8, also eine I~Jlipse 8h vom Mittelpunkte Mh. Da die
DurchInesser von 8 auf der Lichtrichtung senkrecht stehen, so erscheinen
sie im Schatten vergrößert, mit Ausnahme des zu TI t parallelen
I)urchmessers AB. Die kleine Achse von 8ft ist also A h 13h # A' B',
die große Achse folglich eh Dh• Ziehen wir C~ N~ II'~ bis zur Par-
allelen durch M" zu x, so ist Mh Ch == lJI" N~.
VI. Kegel- und Zylinderflächen.
Rau m kur ve nun d a b w i c k e1bar e F 1ä c h e TI im a 11 g e m ei TI e n.
En t steh ung der K e g e1- un d Z ylin d er f~ ä c he n.
74. Unter der Schmiegungsebene einer Raumkurve k im
Punkte P verstehen wir die Greuzlage L, der sich die Verbindungsebene
der 'Tangente in P mit einem veränderlichen Kurvenpunkte nähert,
wenn dieser dem })unkte P zustrebt. Wir können die Schmiegungs-
ebene auch definieren als die Ebene durch drei unendlich benachbarte
Kurvenpunkte P, P 17 P2 oder durch zwei unendlich benachbarte Tan-
genten t === 1)PI und t 1 == 1\ 1)2' Die Kurve k durchsetzt im all-
gemeinen die Ebene L im Punkte P ,. weil dieser aus der Vereinigung
von drei aufeinander folgenden Schnittpunkten hervorgeht. - In L
befindet sich der Krümmungskreis des Punktes P, d. h. der Kreis
durch P, Pt, P 2•
Verzeichnen wir auf k von Pt aus weiter die unendlich benach-
barten Punkte P'!" I)4 •• " so sind die Geraden t2 == P'lP:~, f;{ == Pa ])4···
die' Tangenten von k in P2 , Pa ..• , und dann bilden die unendlich
schmalen ebenen Streifen, die zwischen je zwei Nachbartangenten ent-
halt~n sind, in ihrer stetigen Aufeinanderfolge eine gewisse Fläche, die
Tangentenf1äche der Raumkurve k. Sie ist abwicke1bar, d. h.
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wir können sie ohne Trennung des Zusammenhanges und ohne Faltung
in eine Ebene ausbreiten, wie sich sofort ergibt, wenn wir den ersten
Elementarstreifen t t L durch eine unendlich kleine Drehung um t1 in
die Ebene des folgenden t1 t'l bringen, dann beide vereinigt in die
Ebene des dritten überführen u. s. w.
Die Tangenten der Raumkurve heißen die Erz e u gen den oder
Man tellinien ihrer Tangentenfläche. Ihre Schmiegungsebenen sind
die Berührungsebenen der Fläche, und zwar berührt jede die
Fläche längs der zugehörigen Erzeugenden; denn jede Gerade,
die z. B. in der Schmiegungsebene L beliebig gezogen wird, hat lnit
d'er Fläche die beiden unendlich benachbarten Punkte gemein, in denen
sie t und t 1 schneidet, ist also eine Tangente der Flächo .
75. Durch Bewegung einer Geraden entsteht eine ger a d 1i n i g e
Fläche oder Regelfläche. Bewegt sich die erzeugende Gerade so,
daß je zwei unendlich benachbarte Lagen sich schneiden, so ist die
Fläche a b wie k e 1bar (74); im entgegengesetzten Falle heißt sie
w i n d s chi e f. '
Eine Kegelfläche entsteht, wenn eine (unbegrenzte) Gerade sich
so bewegt, daß sie beständig durch einen festen Punkt S geht und
eine gegebene Kurve k fort während schneidet. Die sämtlichen Lagen
der erzeugenden Gera.den heißen Mantellinien; S wird die Spitze
oder der Mittelpunkt, k die Leitkurve der Kegelfläche genannt.
Rückt der Punkt S in unendliche Entfernung, bleibt also die
Erzeugende zu ihrer Anfangslage parallel, so verwandelt sich die
Kegelfläche in eine Zylinderfläche.
Jede Kegel- oder Zylinderfläche kann als Mantel einer Pyramide
bezw. eines Prismas mit unendlich vielen, unendlich schmalen Seiten-
flächen aufgefaßt werden. Sie ist also a b wie k el bar und wird von
jeder ßerührungsebene in allen Punkten einer Mantellinie berührt.
Aus dieser Auffassung ergibt sich ferner: Alle Parallelschnitte
ein e r K e gel f 1ä ehe si 11 dei n a n der ä h n 1ich. All e Par a 11 e1-
Be h n i t tee i ne r Zy 1i n der f1ä ch e s in d k 0 n g r u e n t.
Dar s tell u n g der Z y 1i n der - und !( e gel f 1ä c h e n.
Berührungsebenen u. s. w.
76. Darstellung eines schiefen Kreiszylinders, dessen
Grundkreis k in TI l liegt und dessen Mantellinien parallel
sind zu einer durch den Mittelpunkt M von k gehenden
Geraden a. I)ie l\Iantellinien, deren Berührungsebenen auf TT L senk-
recht stehen, bilden den ersten wahren Umriß; ihre Grundrißprojektionen
.sind Tangenten an k 11 a'. Die zweiten UJnrißmantellinien gehen durch
,die Endpunkte des zu x parallelen Durchmessers von k.
UU1 zu einern Punkte 1) der Zylinderfläche , von welchem die
Grundrißprojektion p' gegeben ist, die Aufrißp:ojektio~ zu ern~ittel?,
ziehen wir durch 1)' die Gerade p' 11 a' und zeIchnen 1m AufrIß dIe
heiden ~'1antellinien t deren Grundrißprojektionen mit p' zusammen-
fallen.
Müll er', Da.rstellende Geometrie. 3
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Aufgabe. An den dargestellten Zylinder Berührungs-
ebenen zu legen, parallel zu einer gegebenen Geraden l.
Ziehen wir durch einen beliebigen Punkt S von a die Gerade STill
bis TIl' so sind die gesuchten Berührungsebenen E und 4> parallel zur
Ebene 1J1 S T; ihre ersten Spurlinien Cl und 11 sind also die zu MT
parallelen Tangenten von k. Durch die Berührungspunkte derselben
gehen die Berührungsmantellinien g und h. - Für Licht in der Rich-
tung l sind g und h die Grenzen des Eigenschattens, Cl und 11
diejenigen des Schlagschatten sauf TI1 •
77. Darstellun g ei n es schiefen Kreis kegels, dessen
Grundkreis k in Tl1 liegt. Ist S die Spitze des Kegels, so besteht
sein erster scheinbarer Umriß aus den Tangenten von S' an k. Dieser
Umriß ist also nicht vorhanden, wenn S' innerhalb k liegt; dann hat
der Kegel keine auf TI1 senkrechten ßerührungsebenen.
Die Berührungsebenen des Kegels aus dem gegebenen
Punkte L gehen durch d,ie Gerade LS, die Tl} in T schneidet; ihre
Grundrißspuren sind also die Tangenten aus 11 an k. Die zugehörigen
Berührungsmantellinien bilden die Eigenschattengrenze des Kegels
für Beleuchtung aus L. '
Um die Schnittpunkte einer Geraden 9 mit der Kegel-
fläche zu konstruieren, legen wir durch g und 8 eine Hilfsebene ß.
Zu dem Zwecke ziehen wir durch 8 die Gerade h 11 g und bestimmen
von g und h die ersten Spurpunkte GI und H1 , sowie von l:::. die erste
Spurlinie d1 == GI BI. Sind A und B die Schnittpunkte von k mit
d l , so schneidet b. die Kegelfläche in den Mantellinien 8 A und 8 B,
und diese treffen g in den gesuchten Punkten P und Q.
78. Darstellung eines geraden Kreiskegels, von welchem
die Spitze S, sowie der Mittelpunkt M und der Radius r des
Grundkreises k gegeben sind. Wir konstruieren die Umrißlinien
des Kegels mit Hilfe der Kugel, die dem Kegel in dem Kreise k ein-
geschrieben ist. Jede Ebene, die den Kegel in einer Mantellinie S T
berührt, berührt diese Kugel in dem auf k liegenden Endpunkte T von
S T. Steht nun die Berührungsebene auf einer Projektionsebene senk-
recht, so ist STeine Urnrißlinie des Kegels und T ein Punkt auf dem
Umriß der Kugel: dann berührt die betreffende Projektion von S T
den scheinbaren Umriß der Kugel in der Projektion von T. Die
scheinbaren Umrißlinien des Kegels sind also die Tangenten
aus 8' und S" an die scheinbaren Umrisse der Kugel, und die
zugehörigen Berührungspunkte liegen zugleich auf den Projektionen
von k.
Ausführung. Die erste projizierende Ebene von SM schneidet
den durch k begrenzten Kegel in einem gleichschenkligen Dreieck 0 SD.
Legen wir sie in TI1 um, so gelangt 8 M nach 8l) lUo und C nach Co(Mo 00 .1. So Mo und == r). Ziehen wir Co 0 0 .1. So 00 bis 80 Mo, so ist
00 der umgelegte Mittelpunkt und 0 0 00 der Radius der Hilfskugel ;
ihre scheinbaren Umrisse sind also die Kreise h' und i" mit 0 0 Co um
0' und 0". An diese legen wir aus S' und 8" die Tangentenpaare
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. S' T', S' U' und S" V", S" W". - Die Projektionen von k ergeben sich
nach 69.
Schnitt ein er Zylinderfläche mit eIner Ebene.
79. Aufgabe. Den Schnitt eines geraden Kreiszylinders,
des sen Grun d k re i s kl in Tl I 1ieg t, mit ein erauf Tl:l sen k -
rechten Ebene E (eI' e2 ) zu konstruieren. Wir erhalten als
Schnittkurve eine Eil i ps e ks , deren Mittelpunkt M s sich auf der
Zylinderachse MI M 2 befindet; ihre zweite Projektion ist die auf e2
liegende Strecke A~Bs zwischen den scheinbaren Umrißlinien A~.A'~
und B~B'i.. Da k's mit k1 zusammenfällt, so entspricht iedem })urch-
messer von kl ein größerer Durchmesser von ks , ausgenommen den zu
el parallelen I)urchmesser Cl D l , dem in ks eine parallele und gleich
große Strecke Cs D s , also die kleine Achse zugeordnet ist. Als große
Achse ergibt sich demnach A 3 B 3 # AS' B~.
A b w i c k e1u n g. Schneiden wir den Zylinder nach der Mantel..
linie Cl C2 auf und wickeln ihn in die Zeichenebene ab, so verwandelt
er sich in ein Rechteck, dessen Grundlinie Cl Cl gleich der Peripherie
von ki und dessen Höhe == Cl C2 ist. (Näherungsverfahren für die
Rektifikation des Kreises kl : Wir ziehen durch MI eine Gerade, die
mit MI Cl einen Winkel von 300 bildet, schneiden sie in V mit der
Tangente des Punktes Cl und tragen auf dieser von V aus in der
Richtung nach Cl den Radius r des Kreises dreimal ab. Bezeichnet U
den Endpunkt der so erhaltenen Strecke, so ist U D1 == r . 3,14153 ...)
Die Ellipse ks verwandelt sich in der Abwickelung in eine aus
vier kongruenten Teilen Cs Bs , B s Ds ... bestehende Kurve. Um sie
zu konstruieren, legen wir durch C3 Ds eine IIorizontalebene r, die
den Zylinder in .einem Kreise k, die Urnrißlinien Al A 2 und BI B 2 in
A und B schneidet, und teilen den Quadranten Cs B, im Grundriß also
den Quadranten 01 BI und in der Abwickelung die Strecke (;3 B, in
eine hinreichende Anzahl gleicher Teile. Ist 1) ein solcher rreilpunkt,
P:1 der Schnittpunkt von E mit der durch 1) gehenden Mantellinie, so
machen wir in der Abwickelung die Strecke 1)1)3 11 Cl O2 und == 1)"])'8.
Die Tangente in Ps an die Ellipse k;J, ist die Schnittlinie
der Ebene E mit der Berührungsebene des Zylinders in ])3·
Die Berührungsebene schneidet r in der Tangente PT von k, und
diese trifft OsD?! im Punkte T, dessen Grundrißprojektion T' Init dem
Schnittpunkte von 01 D 1 und der Tangente in P' an kl zusammenfällt;
dann ist Ps T die Tangente an k3 • - Die Tangente an die ver-
wandelte Kurve bildet mit der Geraden 1)31) denselben
Winkel, wie die Ellipsentangente mit der entsprechenden
Mantellinie; wir erhalten sie also, indem wir das rechtwinklige
Dreieck })3 PT in der Abwickelungsfigur an 1)s P wieder anheften
(P T == P' T').
Wählen wir in der Abwickelung den Punkt Os zum Anfallgspunkte
eines rechtwinkligen Koordinatensystems mit der ~-Achse (:,{ ])3 und
bezeichnen mit ~, ~ die Koordinaten von 1):i' mit qJ den Winkel 1" Mi (;1'
0*
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mit Cl den ersten Neigungswinkel von E, so ist ~ gleich dem Bogen
Cl P' von kl , also == r p. Dann folgt aus L1 p~ p" M~ :
p" p" M" p" t . t t' ~~ === s = 8 • an cl == r S'ln p an cl == r an C1 s~n -r ·
Die Verwandelte der Schnittellipse ist also eine Sinuskurve
mit den Scheiteln A s , B;{ und den Wendepunkten C3 , D3• Die
Infiexionstangenten in C3 und D.1 bilden mit C3 D;i den Winkel Cl.
llat E eine beliebige Lage gegen die Projektionsebenen, so nehmen
wir eine TI3 zu Hilfe, die wir .L el , etwa durch die Zylinderachse, legen.
80. Beziehung zwischen dem Krüluffiuugsradius (I in
irgend einem Punkte P einer auf einer abwickelbaren Fläche
liegenden Kurve C und dem l\:rümmungsradius (10 im ent-
sprechenden Punkte der verwandelten Kurve Co (Fig. 9). Wir
bezeichnen mit P Q == QR == ds zwei aufeinander folgende Elemente
Fig. 9.
T ."._. -.. ------------.- ---:>--._-----~
P
I
von c, mit rund T bezw. die Berührungsebenen der Fläche, in denen
sich diese Elemente befinden, mit g die Schnittlinie beider Ebenen, also
die durch Q gehende Erzeugende der Fläche, mit d~ den Winkel, den
QR mit der Verlängerung von P Q einschließt; dann ist:
ds
(I = d~ 1)
und zwar gilt dies unabhängig davon, ob c eine ebene oder- unebene
Kurve bedeutet. Im er~ten Falle liegt c in der durch P'I Q, R be-
stimmten Ebene E; im zweiten, allgemeineren Falle ist E die Schmie-
gungsebene von c in P.
Bei der Abwickelung der Fläche gelangt der in T befindliche
Elementarstreifen durch Drehung um g in die Ebene r. Verstehen
wir unter R' und J bezw. die Fußpunkte der Lote von Rauf rund
g, 80 erhalten wir die neue Lage B o von R'I indem wir auf J R' die
Strecke J Ro == J R machen. Dann ist L R J R' der unendlich kleine
Neigungswinkel d (i) der Ebenen rund T und
J R' == J R cos d (i) == J B o cos d (i) ,
also 'I von unendlich kleinen Größen höherer Ordnung abgesehen, J B'
= JRo• Wir können demnach die Punkte R' 'und Ro als zusammen-
fallend betrachten, d. h. P, Q, R' sind drei unendlich benachbarte
Punkte der verwandelten Kurve Co. Bildet daher QB' mit der Ver-
1ängerung von P Q den Winkel d'YJ, 80 ist der Krümmungsradius von
Co in P
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ds
~o=-,dYJ
oder nach 1):
dt3'
Qo == ~ d 1] • 2)
Fällen wir noch :von Rund R' auf die Verlängerung von P Q die Lote
BK und R'K, so ist L RKR' der Neigungswinkel u der Ebenen E
und ~, und es ergibt sich:
sin dt3' === d,ß' === R KQR
° R'K R'K
smdfJ = d'TJ =QR' = 7JR-'
also:
d{} R]( 1
d 1] === R']( = cos u ;
mithin geht Gleichung 2) über in:'
(>I(>0 = -- ·
.cos rx
3)
Dabei bezeichnet rx den Winkel, den im Punkte P die Be-
rührungsebene der abwickelbaren Fliich e und die Schmie-
gungsebene der Kurve c (bezw. die Ebene dieser Kurve) mit-
ei 11 an der bi I den.
Für u === 900 wird (}o === 00, d. h. die Kurve Co hat in P einen
Wendepunkt (oder ei~e höhere Singularität). Insbesondere folgt für
ebene Kurven der Satz: Schneidet man eine abwickelbare
Fläche mit einer Ebene, so verwandeln sich diejenigen
Punkte der Schnittkurve, .deren Berührungsebenen auf der
schneidenden Ebene senkrecht stehen, bei der Abwickelung
im allgemeinen in 'Vendepunkte (vergl. die Punkte C3 und D g
in 79).
81. Die soeben abgeleitete Beziehung zwischen (> und (>0 liefert
für die in 79 behandelte Aut'gabe eine einfache Konstruktion der
Krümm un gskreise inden Sch ei te 1pu n k te n Ag, B:~ der Sin u s-
kurve kgo Auf dem Zylinder sind Ag und B 3 die Endpunkte der
großen Achse der Schnittellipse ; für jeden von ihnen ist also
M'iA.2(} === -'- · Da ferner L u === 900 - Cl ist, so geht Gleichung 3)
M 3 A.3
über in:
.1J;I;~ A 2 4)
(}o === A A
3
Ziehen wir also MgF 1. e2 bis A~A2' so ist A" F der Krümmungsrndius
der Sinuskurve ks in A3 und B 3•
~chreiben wir Gleichung 4) in der Form
(}o === A A:i cot2 cl'
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so folgt die später zu benutzende Regel: Der Krümmungsradius
im Scheitel einer Sinuskurve ist gleich der.Scheitelordinate,
multipliziert mit dem Quadrat der Kotangente des Winkels,
den die Inflexionstangente mit der Abszi8senachse bildet.
82. Der Schnitt einer Ebene E (eI' e2) mit einem schiefen
Kreiszylinder, dessen Grundkreis k1 in TII liegt, ist eine Ellipse kg,
nämlich die perspektiv affine Kurve zu k1 für ~ als Affinitätsachse.
Die Mantellinien durch die Endpunkte zweier aufein~nder senkrechten
Durchmesser von kl schneiden E in den Endpunkten zweier kon-
jugierten Durchmesser von kg. Zur Ausführung der Konstruktion eignet
sich dasselbe Verfahren wie beim ebenen Schnitt eines Prismas (52).
83. A b wie k el u n gei n e s s chi e f e n K re i s z y li n der s. Der
Grundkreis "k1 befinde sich in TII , sein Mittelpunkt auf x; die Mantel-
linien seien 11 TI2 ; insbesondere mögen Al A 2 und BI B"} die in TT2
liegenden Mantellinien bedeuten. Wir teilen den vorderen Halbkreis
k1 von Al aus in eine beliebige Anzahl, etwa 12, gleicher Teile, be-
zeichnen die Teilpunkte der Reihe nach mit 1, 2, 3 ... 12 === BI und
ersetzen den Zylinder durch das Prisma, das die durch Al' 1, 2 ...
gehenden Mantellinien zu Seitenkanten hat. Wickeln wir das !)risma
unter Festhaltung von Al A 2 in TI:l ab, so gelangen die Punkte ), 2 ...
in die Lagen 10 , 2,) •.• , die wir erhalten, indem wir 1" 10' 2" 20 •••
1. Al A 2 ziehen und die Strecken Al 10 , 10 20 ••• gleich der Sehne Al 1
des Kreises kl machen. Dann wird durch die Kurve Al 10 20 ••• die
Verwandelte des Kreises kl angenähert dargestellt.
Die Kurve hat in 60 einen Wendepunkt, weil die Berührungsebene
des Zylinders im Punkte 6 auf TI I senkrecht steht (80). Die In-
flexionstangente bildet mit der zugehörigen Mantellinie den Winkel
a === L A 2 A 1 B I • - Die Krümmungsradien der Verwandelten in den
Scheitelpunkten Al und 120 sind == _r_, wenn r den Radius voncosa
kl bezeichnet; der zu Al gehörige Krümmungsmittelpunkt ist also der
Schnittpunkt von Al A 2 mit der Mittelsenkrechten von Al BI.
Sind die Mantellinien nicht parallel zu TI2' so bilde man von dem
Zylinder zunächst die Projektion auf eine TIg , die zu den ersten pro-
jizierenden Ebenen der Mantellinien parallel ist.
Die vorliegende Aufgabe kann übrigens auch mit Hilfe eines
1\ormalschnittes in derselben Weise gelöst werden, wie die entsprechende
Aufgabe über das Prisma (51).
S c h n i t t ein e r K e gel f 1ä c h e mit eIn e r E ben e.
84. Zwei ebene Schnitte einer Kegelfläche sind per s pe k t i v
k 0 11 i n e are Figuren für die Spitze des Kegels als Kollineationszen-
trum und die Schnittlinie beider Ebenen als Kollineationsachse (52).
Das Entsprechende gilt von den Projektionen der Schnittkurven auf
irgend eine Ebene.
Die ebenen Schnitte des Kreiskegels sind Kurven zweiter Ord-
nung, weil jede in der schneidenden Ebene liegende Gerade mit der
r
·1
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Kegelfläche höchstens z\\rei Punkte gemein hat (77). Die Schnittkurve
ist eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nachdem die schnei-
dende Ebene zu keiner, einer oder zwei Mantellinien parallel ist. Um
zu entscheiden, welcher dieser drei Fälle vorliegt, lege man durch die
Spitze des Kegels eine Ebene parallel zur schneidenden Ebene.
85. Aufgabe. I)en Schnitt der Ebene E (eI' e2) mit einem
geraden Kreiskegel zu konstruieren, dessen Grundkreis k in
TI1 li eg t. Die Ebene, welche durch die I{egelachse S1J{ 1. el gelegt
wird, teilt die Schnittkurve kl in zwei symmetrische Hälften und ent-
hält demnach eine Achse von k1 t Sie schneidet E in einer Falllinie f,
den I{egel in zwei Mantellinien S A und SB, und diese bestimInen auf
f die Achsenendpunkte Al und BI. - Nehmen wir der Einfachheit
wegen E 1. TI2, so ist jene Symlnetrieebene 11 TI2, und die zugehörigen
Mantellinien 8 A, 8 B bilden den zweiten Umriß des Kegels.
a) Elliptischer Schnitt. Die Aufrißprojektion der Schnitt-
ellipse kL fällt zusammen luit der auf e2 liegenden Strecke A~' B~. Die
zweite Ellipsenachse Cl D L geht durch den Mittelpunkt 0) von..A1BI
senkrecht zu TI"l; ihre Grundrißprojektion ergibt sich mit Ililfe des
I{reises i, \velchen die durch 0 1 gelegte Iforizontalebene aus dem
Kegel schneidet. ~ Die Parallelprojektion einer Ellipse ist im all-
gemeinen wieder eine ]~llipse, welche die Projektionen der Achsen der
ersten zu einem Paar konjugierter I}urchmesser hat. ILn vorliegenden
Falle sind aber ..A~ B~ und C{ D~ selbst die Achsen von k~.
Bezeichnen wir mit r l und r2 bezw. die .A.bstände der Punkte A'{
und B~' von 8" 1J{", so ist als l\'Iittellinie in einelll Paralleltrapez die
Aufrißprojektion des }{reises i == r1 + 1"2' demnach als Radius von i'
d · S k S' ('I' r1 + r2 d h A~ B~ S'· 1 · B)e trec e j I === ---2---' . . = 2; 1 s t aso eIn ren n -
punkt von k~.
Der auf einer beliebigen Mantellinie Si) befindliche Punkt Pi von
k1 ergibt sich zunächst im Aufriß als 1)~' == S" 1)" X C:!, dann inl
Grundriß um genauesten mit IIilfe des durch 1)~' bcstinllnten Horizontal-
schnittes der }(egelfläche. - Die Tangenten in 1) an k und in 1){ an
k~ schneiden sich in T auf der Kollineationsachse Cl·
Als w a h re G r ö 13 e von !cl erhalten wir durch Ullllegung in TI L
eine l~llipse k? lllit den Achsen Alo11l) == A~' 11~' und (J? Dlo == C; D~.
Die Abwickel ung des Kegelmantels ist ein J{reissektor, der S"A"
zum Radius und die Peripherie ~.on k zum Bogen hat. Dieser Bogen
wird angenähert bestimmt durch Ubertragcn kleiner Bogenstücke von k.
Um auf der Geraden SP den Punkt PI der Verwandelten von kl zu
verzeichnen, ziehen wir p~ Q" 11 x bis 8" A"; dann ist 8PI == S" Q".
Die Tangente an die Verwandelte in 1)1 ergibt sich durch Anheften
des, rechtwinkligen Dreiecks Pli) 1', dessen Kathete P T im Grundriß
in wahrer Größe erscheint.
I)ie Wen d e p unk t e der Verwandelten entsprechen denjenigen
Punkten VI und lT; von kl , deren Beriihrungsebenen auf E senkrecht
stehen (80). ])iese l~~benen gehen durch das Lot von 8 auf E. Ziehen
wir aus seinem ersten Spurpunkte Z an k die l'angente Z l"-, so finden
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wir auf der Mantellinie S II in bekannter Weise den Punkt VI und
damit die Tangente von !cl' die in der Abwickelung zur Inflexions-
tangente wird. - Bezeichnen wir mit (>1 und (>2 die Kr ü m m u n g s-
rad ie n der Verwandelten in den Scheiteln Al und BI, mit (> den
Krümmungsradius der Ellipse klO in Af, so ist nach 80:
{}---Q {}- Q .~l - cos L 13~ A~ A'" ~2 - cos L S" B~ A~'
(>1 ergibt sich also als Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks,
welches (> zur Kathete und L B~A~A" zum anliegenden Winkel hat.
86. b) Hyperbolischer Schnitt, E 1. 112• Aus dem Aufriß
finden wir wieder unmittelbar die Scheitel Al und BI' sowie den Mittel-
punkt 0 1 der Hyperbel !cl. Die Grundrißprojektion von k1 ist eine
I-Iyperbel mit den Scheiteln A~, B~ und dem Brennpunkt S' (85). -
Eine Ebene, die durch S 11 E gelegt wird, hat mit dem I{egel zwei
Mantellinien SF und S G gemein, welche die unendlich fernen Punkte
von kl enthalten (S"F" 11 e2). Parallel zu SI!~ und S G gehen durch 01
die Asymptoten von kl •
Um auf irgend einer l\iantellinie SP den Punkt Pt von ki und
zugleich die zugehörige rfangente zu ermitteln, verfahren wir, beson-
ders wenn p~ als Schnittpunkt von e2 und S"p" nur ungenau bestimInt
ist, nach 52 in folgender Weise: Eine horizontale Hilfsebene r
schneidet E in einer ersten Hauptlinie nt, den Kegel in einem Kreise
k2 , die Gerade SPin P2• Die Berührungsebene T des Kegels in der
Mantellinie P P2 hat zu Spurlinien in 111 und r bezw. die Tangenten
PT und P2 T2 an kund k2• Sind nun T und T2 bezw. die Schnitt-
punkte von el und PT, sowie von nt und P2 T2, so ist T T2 die Schnitt-
linie der Ebenen E und T, also die rrangente von kl im Punkte PI' der
hierq.urch gleichfalls bestimmt wird.
Dasselbe Verfahren empfiehlt sich auch zur Konstruktion der
ASYIDptoten, insbesondere, wenn sich S" B" und e2 unter sehr spitzem
Winkel schneiden, so daß der Punkt 01 als Mittelpunkt der Strecke
Al BI nicht scharf bestimmt ist. Die Asymptoten ergeben sich dann
als Schnittlinien von E mit den Berührungsebenen des Kegels in S F
und S G. Für die Abwickelung erhalten wir auf diese Weise zugleich
die Asymptoten der Verwandelten von kl -
87. Die Brennpunkte der ebenen Schnitte des geraden
Kreiskegels. Wir erzeugen den Kegel durch Drehung des gleich-
schenkligen Dreiecks A SB um seine llöhenlinie SM und schneiden
ihn senkrecht zur Ebene A SB mit der Ebene E in einer Ellipse k, ;
dann liegen auf SA und SB die Scheitel At und B 1 von k l • Kon-
struier?n wir di~ Kreise v und v*, welche die Geraden A l B 1 , SA, SB
der ReIhe nach In F, H, J und F*, H*, J* berühren, und deren Mittel-
punkte Kund K* sich auf SM befinden, so erhalten wir aus ihnen
durch Drehung um SM zwei Kugeln Kund K*; diese berühren E in
F undF* und den Kegel in zwei Kreisen u und u* mit den Durch-
messer~ H J und H*J*. Eine beliebige Mantellinie schneide kl , U, u*
bezw. In d,en Punkten PI' Q, Q*. Dann sind F PI und QPI zwei
Tangenten der Kugel K aus dem Punkte Pu also ist:
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und ebenso
folglich:
F PI + E~ PI = Q Q* == H H*,
d. h. konstant für alle Punkte von k l • Wir schließen daraus, daß F
und F* die Brennpunkte von kl sind, und erhalten demnach den Satz:
Schneidet man einen geraden Kreiskegel durch eine Ebene
und konstruiert die beiden Kugeln, die den Kegel in einem
Kreise und die Ebene in einem Punkte berühren, so sind die
beiden Berührungspunkte die Brennpunkte des entstehenden
Kegel schnittes.
Sei G der Gegenpunkt von F im Kreise v; dann geht die Gerade
GF* durch den äußeren Ähnlichkeitspunkt S von v und v*. Eine
Ebene /)., die parallel zu E durch den Kegel gelegt wird, schneidet
diesen in einem Kegelschnitt k2 , der zu kI ähnlich ist, und dessen
Brennpunkte auf den Geraden SF und S G liegen. Nun ist k2 der
scheinbare Umrjß der Kugel K für S als Projektionszentrum und ~
als Bildebene; d. h.: Der scheinbare Umriß einer in Zentral-
projektion dargestellten Kugel ist ein Kegelschnitt, der die
Projektionen der Endpunkte des auf der Bildebene senk-
rechten Kugeldurchmessers zu Brennpunkten hat.
88. Hieraus ergibt sich beiläufig die Darstellung der Kugel
in schiefer Parallelprojektion. Die projizierenden Strahlen,
welche die Kugel berühren, bilden einen geraden Kreiszylinder , und
dieser schneidet die Bildebene TI2 in der Umrißellipse us , der schiefen
Projektion des Hauptkreises 'lt, dessen Ebene auf der Projektions-
richtung senkrecht steht. Denken wir uns von der Kugel den Mittel-
punkt K etwa durch seine senkrechte und seine schiefe Projektion Je"~
und Ks , sowie den Radius r gegeben, so ist ](s der Mittelpunkt von
US' Machen wir auf ](s K" die Strecken K s I!~ = K s Gs = ~, so sind
Fs und Gs die schiefen Projektionen der I~ndpunkte des auf TI2 senk-
rechten Kugeldurchmessers , also die Brennpunkte von Usa Jeder
Durchmesser von u erscheint in der schiefen Projektion vergrößert,
nur nicht der zu TI2 parallele Durchmesser AB, der unverändert bleibt.
Ziehen wir also ](s A s J. K s F s und = r, so ist ](sAs die kleine Halb-
achse von U s ; die große Halbachse ist folglich = Fs A.s•
89. Schnjtt der Ebene E (eI' et) mit einem schiefen Kreis-
kegel, dessen Grundkreis k in TlI liegt. Die Schnittkurve k1
wird konstruiert indem man für eine hinreichende Anzahl von Mantel-, .
linien ihre Schnittpunkte mit E ermittelt, etwa unter Benutz~ng eIner
TI3 J. el. - Die Ebene, die durch die Spitze S und den MIttelpunkt
M von k J. TII gelegt wird, teilt den Kegel in zwei symmetrische
Hälften und schneidet ihn in seiner längsten und seiner kürzesten
Mantellinie SA bezw. SB. Soll daher der Kegel auch noch abge-
wickelt werden, so empfiehlt es sich, von vornherein den Kreis k von
A aus in eine gerade Anzahl gleicher Teile .zu teilen und für die nach
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den Teilpunkten gehenden :\1 antellinien die Schnittpunkte mit E zu
bestimmen. Bei der Abwickelung ersetzt man den Kegel annäherungs-
weise durch die Pyramide, die jene Mantellinien zu Kanten hat.
Durchdringung zweier I{egel- oder Zylinderflächen.
90. Zwei krumme Flächen A und B erzeugen als ihre Durch-
dringung im allgemeinen eine Raumkurve c, die man konstruiert,
indem man durch A und B eine Schar geeigneter Hilfsflächen legt und
für jede derselben ihre Schnittkurven mit A und B ermittelt; die
Schnittpunkte beider Kurven sind Punkte von c. Dabei sind unter
"geeigneten" Hilfsflächen solche zu verstehen, ,velche sowohl A wie B
in möglichst einfachen, leicht konstruierbaren Kurven schneiden. In
den meisten Fällen wird man E ben e n als Hilfsflächen verwenden,
und dann ist jedesmal zu überlegen, f'ür welche Ebenen die Konstruk-
tion sich am einfachsten gestaltet.
Ei~e krumme Fläche heißt von der m ten Ordnung, wenn sie von
jeder nicht in ihr liegenden Geraden in höchstens 1n Punkten getroffen
wird. Man versteht ferner unter Ordnung einer Raumkurve die An-
zahl der Punkte, die sie 'mit einer Ebene höchstens gemein hat. Sind
nun die sich durchdringenden Flächen A und B bezw. von der rn tell
und n ten Ordnung, so werden sie von einer beliebigen Ebene in zwei
Kurven rn ter und n ter Ordnung geschnitten, und diese treffen. sich in
höchstens ·m fit Punkten der Durcbdringungskurve c. Daraus folgt:
Zwei Flächen 1n ter und n ter Ordnung durchdringen sich inl
allgelueinen in einer }{aumkurve 1nnter Ordnung. - Die Pro-
je k t ion die s e r I{ u r v eis tim all ge me i n e n a u ch von der ln n t en
Grdn ung. Denn eine beliebige Gerade der Bildebene bat mit der
Bildkurve c' ebensoviele Punkte gemein, ,vie die durch sie gelegte pro-
jizierende Ebene mit der Kurve c, d. h. höchstens 1nn.
Die Tangente der Durchdringungskurve in irgend einem
P unkteder seI ben ist die Sch n i t t 1i nie der ß e.r ü h run g s e ben en
beider Flächen in dieseln Punkte. .
91. Din die Durchdringung zweier Kegelflächen zu konstruieren,
benutzt man Hilfsebenen durch die \Terbindungslinie beider
Spi t zen; solche Ebenen schneiden nämlich jede von beiden Flächen
in Mantellinien (vergl. 55). Tritt an die Stelle des einen Kegels ein
Zylinder, so legt man die I-lilfscbenen durch die Gerade, die durch die
Spitze des Kegels parallel zu den l\Iantellinien des Zylinders gezogen
wird. Handelt es sich um die Durchdringung zweier Zylinder, so ver-
wendet man Hilfsebenen parallel' zu den l\fantellinien beider Flächen.
92. Aufgabe. Die Durchdringung zweier I{egelflächen
zu konstruieren, deren Leitkurven in TI L liegen. Wir be-
zeichnen die beiden I{egelflächen mit Kund A, ihre Spitzen bezw. mit
Sund T, ihre Leitkurven mit kund 1. In Fig. 10, die nur die Grund..
rißproje~tion wiedergibt, ist k ein Kreis, l eine Ellipse. U In die
l)urchdrlngungskurve c zu konstruieren, ermitteln wir zunächst den
ersten Spurpunkt Q der G~raden S T. Eine Hilfsebene , die durch S 'IT
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beliebig gele~t wird, hat zur ersten Spurlinie eine durch Q gehende
Gerade u. SInd A, B bezw. C, D die Schnittpunkte von 'lt mit lc und
1, so schneidet die Hilfsebene die Kegelfiächen in den Mantelliniell
S A, SB und TC, T D, und diese bestimmen vier Punkte von c:
1 == SA X TC, 2 == SB X TC, 3 == SB X TD, 4 == SA X TD.
Drehen wir die
G d . TI ]-'i<Y. 10.era e U In 1 um ,.,
s'Q, so erreicht sie eine T'
Grenzlage v, in der -;r-
sie l (in G) beriihrt / i ------------7 Q
und k (in p) und F) / //
schneidet. I)ann zählt / /
T G fü.r zwei un- //
/
endlich benachbarte / /
Mantellinien des Ke- //
gels A in der durch // :A
v gelegten Hilfsebene, //
folglich hat jede der /
Geraden SE, S F ///}J
zwei unendlich be- ///
nachbarte Punkte mit // C
c gemein, ist also //
eine Tangente der ///
Durchdringungs- /
k ur v e. Das Analoge /// D
gilt von der aus Q 1.lI
an k gehenden Tangente w, die l in Hund J schneidet. Auf k
begrenzeli die Punkte E und F, auf l die Punkte Hund J einen
llogen, dessen Mantellinien den anderen Kegel nicht schneiden; es
handelt sich also im vorliegenden Falle um eine bloße Eindringung.-
Eine vollständige I)urchdringung findet statt, wenn die eine Leitkurve
ganz innerhalb der beiden Tangenten liegt, die von Q an die andere
Leitkurve gehen.
Die scheinbare Umrißlinie T'C von A ist die Grundriß-
projektion zweier unendlich benachbarten Mantellinien und enthält
deshalb zweimal zwei unendlich benachbarte l)unkte der !{urve c'; sie
ist also eine Doppel tangen te der Proj ektion der Durchdrin-
gungskurve.
Bei der wirklichen Ausführung der Konstruktion bestimmen wir
zuerst die ausgezeichneten Punkte auf den Mantellinien, welche c be-
rühren, sowie die Punkte auf den Umrißlinien und legen dann nach
Bedürfnis weitere Ililfsebenen in die vorhandenen Lücken. Die Reihen-
folge, in der die erhaltenen Punkte zu verbinden sind, ergibt sich wie
in 55 durch gleichzeitiges Umfahren der beiden Leitkurven.
Ein Punkt von c' ist sichtbar, wenn die heiden durch ihn gehenden
Mantellinien im Grundriß sichtbar sind.
Die T an gen te der Durchdringungskurve im Punkte 4 bat zum
ersten Spurpunkte den Schnittpunkt der Tangenten in A und D bezw.
an kund l (90).
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98. Singuläre Punkte im Bilde der Durchdringungskurve.
In Fig. 10 hat die Kurve c' zwei D 0 Ppe Ipu n k t e. Ein solcher
Doppelpunkt entsteht im Bilde einer Raumkurve immer dann, wenn
ein projizierender Strahl die Originalkurve zweimal schneidet. -
Rücken die beiden Schnittpunkte einander unendlich nahe, berührt
also der projizierende Strahl die Originalkurve in einem Punkte P, so-
zieht sich in der Bildkurvedie zum Doppelpunkte gehörige Schleife in
de"n Punkt P' zusammen; d. h. die ßildkurve erhält in P' einen
Rückkehrp·unkt.
Einem Punkte der Originalkurve , dessen Schmiegungsebene eine-
projizierende Ebene ist, entspricht in der Bildkurve im allgemeinen
ein Wen d e p unk t. Dann entsprechen nämlich den drei unendlich
benachbarten Punkten, welche die Schmiegungsebene mit der Original-
kurve gemein hat, auf der Bildkurve drei unendlich benachbarte-
Punkte in einer Geraden.
94. Unendlich ferne Punkte der Durchdringungskurve-
entstehen aus den Paaren paralleler Mantellinien beider Kegelflächen.
Um diese Paare zu bestimmen, denken wir uns den einen Kegel - in.
Fig. 10 denjenigen mit kreisförmiger Leitkurve - parallel zu sich ver-
schoben, bis seine Spitze S mit derjenigen T des anderen zusammen-
fällt. Die Leitkurve k} des verschobenen Kegels und die Kurve k sind
ähnliche Figuren in paralleler Lage mit Q als Ähnlichkeitspunkt, sowie·
T' und S' als einem Paar entsprechender Punkte.
Bezeichnen wir mit Pt einen Schnittpunkt von k} und l, mit p.
den entsprechenden Punkt von k (auf Qp}), so sind die Mantellinien
SP und T Pt einander parallel, und die zugehörigen llerührungsebenen
schneiden sich in einer Asymptote der Durchdringungskurve. Diese-
ist I1 T PI und geht durch den Schnittpunkt der Tangenten an kund
l hezw. in P und Pt. - In Fig. 10 haben k} und l keinen .Punkt mit-
einander gemein; die Kurve c hat also keinen unendlich fernen Punkt..
96. Aufgabe. Die Durchdringung eines geraden Kreis-
kegels mit einem geraden Kreiszylinder zu konstruieren.
Der Grundkreis k des Kegels liege in TI}; die Achse a des Zylinders.
sei 11 Tl2' sein Grundkreis l befinde sich also in einer zu TI2 senkrechten
Ebene ep (/t, 12)· Wir ziehen zunächst durch die Spitze S des Kegels.
eine Parallele zu a, bestimmen ihre Schnittpunkte Q und R bezw. mit.
TI} und ep und legen hierauf die Ebene cf> in TI} um; dabei gelangen
l und R nach 10 und Ro• Sei nun QE die erste Spurlinie einer durch
S Q gehenden Hilfsebene Hund E ihr Schnittpunkt mit 11' so ist ERo.
die umgelegte Schnittlinie von ep und H. Die Geraden QE und ERo-
trefl'en kund 70 bezw. in A, B und Co, Do. Dann schneidet H den KegeL
in den Geraden SA und SB, den Zylinder in zwei' Mantellinien, deren
Grundrißprojektionen durch Co und Do gehen, und deren Aufrißprojek--
tionen mittels e" und D" bestimmt werden, u. s. w.
. 96. Durchdringung zweier geraden I(r:eiszylinder mit.
sIch schneidenden Achsen. Die Achsen a und b mögen sich in
TI I befinden; dann schneidet TI1 die Grundkreise k ~nd l bezw. in den
Durchmessern EF J. a und GH J. b. Die in TI} liegenden Mantel-
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linien bestimmen sofort vier Punkte 1, 2, 3, 4 der Durchdringungs-
kurve c. Um weitere Punkte zu konstruieren, schneiden wir beide
Zylinder mit einer Schar von Hilfsebenen, die zu a und b, also zu TI]
parallel sind. Verstehen wir unter H irgend eine dieser Ebenen, unter
·m und n ihre Schnittlinien mit den Ebenen von kund 1, unter ko und
10 die Umlegungen von kund 1 in TIl , so ist in derUmlegung mo 11 EF,
'no 11 GHund Abst. (mo, EF) == Abst. (no, GH) == Abat. (H, TIl ).
Die Geraden rno und no treffen ko und 10 bezw. in Ao, B o und 00 , DOt
und die zugehörigen Mantellinien schneiden sich in vier Punkten von c.
Die Durchdringungskurve zweier Kegel- oder Zylinderflächen
zweiter Ordnung ist eine Raumkurve vierter Ordnung; ihre Pro-
Jektionen sind also im allgemeinen ebene Kurven von derselben Ord-
nung (90). Gegenwärtig is.t nun die Kurve c symmetrisch in Bezug
auf TI1; jeder Punkt von c' ist also die Grundrißprojektion zweier
Punkte von c. Ziehen wir in TI1 irgend eine Gerade g und legen
durch sie eine Ebene .L TIl' 80 schneidet diese c höchstens in vier
Punkten, die paarweise dieselbe Grundrißprojektion besitzen. Die
Gerade g hat demnach mit c' höchstens zwei Punkte gemein, d. h. die
Grundrißprojektion der Durchdringungskurve ist im vorliegenden Falle
nur von der zweiten Ordnung; sie besteht aus zwei Bogenstücken 12
und 34 einer Hyperbel, die den Punkt a X b zum Mittelpunkte hat.
Haben die betrachteten Zylinderflächen gleichen Radius t so be-
rühren sie sich in zwei Punkten V und W, deren Verbindungslinie
im Punkte a X b von TIl senkrecht halbiert wird. Dann sind die
Ellipsen, welche die Strecke V W und je eine Diagonale des Rhombus
1 2 3 4 zu Achsen haben, den heiden Zylindern gemeinsam; die
Durchdringungskurve zerfällt also in zwei e ben e Kurven, nämlich in
die genannten Ellipsen (vergl. z. B. Kreuzgewölbe).
97. W e i tel" e S 0 n der fäll e. Bel" ü h ren s ich die bei den
Kegelflächen in einem Punkte P, so ist derselbe ein I)oppel-
punkt ihrer Durchdringungskurve. Denn jede durch 1) gehende
Ebene schneidet die beiden Kegelßächen in zwei Kurven, die sich in
P berühren; in jeder solchen Ebene zählt also 1) für zwei Schnitt-
punkte mit der Durchdringungskurve. - Der letzte Satz gilt offenbar
ganz allgemein für irgend zwei krumme Flächen, die sich in einem
Punkte berühren.
Wenn zwei Kegelflächen zwei ter Ordnung eine Mantellinie gemein
haben, so durchdringen sie sich überdies in einer Rau m kur ve
d r i t tel" 0 r d nun g. Berühren sie sich in der gelneinsamen l\'1antel-
linie, so ist der Rest der Durchdringungskurve ein Kegelschnitt. -
Enthalten die beiden Kegelflächen denselben Kegelschnitt, so haben sie
im a.llgemeinen noch einen zweiten Kegelschnitt geOlein. Hiernach ist
z. B. der Schlagsch:tten, den der kreisförmige Rand eines zylindrischen
Rohres ins Innere des Rohres wirft, eine Ellipse.
-Schlagschatten auf Kegel- und Zylinderflächen, sowie auf
krummen Flächen überhaupt. •
98. Die Grenzlinie des Schlagschattens, den eine krumme Fläche
A von einer anderen Fläche B empfängt, ist ein Teil der Durch-
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dringungskurve von A mit dem Lichtstrahlenzylinder , der die Eigen-
schattengrenze bezw. den Rand von B zur Leitkurve hat. Wir er-
mitteln ihn zumeist nach dem in direkten Verfahren (62, 11), indem
wir von B und von einer auf A passend gewählten Kurvenschar den
Schlagschatten auf TI1 konstruieren. Bezeichnet i eine 1\urve der
Schar, i h ihren Schatten auf TIl' Ph einen Schnittpunkt von ih mit der
Schlagschattengrenze von B, so bestimmt der durch Ph rückwärts ge-
zogene Lichtstrahl auf i einen Punkt ]J, welcher der Grenzlinie des
auf A geworfenen Schlagschattens angehört, falls er sich auf dem
beleuchteten Teile von A befindet. - Ist A eine K ege1- oder Zy I i n-
derfläche , so ersetzen wir jene Kurvenschar naturgemäß durch eine
Reihe von Mantellinien des beleuchteten Flächenteiles. Bei einer
Kugel benutzen wir als Hilfskurven eine Schar horizontaler Kreise u. s. w.
Um dieselbe Aufgabe nach der Methode der projizierenden
E ben e n (62, I) zu lösen, legen wir durch A und B eine Reihe von
Hilfsebenen parallel zu einer projizierenden Ebene des Lichtstrahles 1.
Eine solche Ebene schneidet A und B bezw. in zwei Kurven a und b.
Dann treffen die Tangenten, die III an b gezogen werden, die Kurve a in
Punkten der gesuchten Schlagschattengrenze. - Dieses Verfahren liefert
zugleich - allerdings im allgemeinen wenig genau - in den Be-
rührungspunkten der zu l parallelen Tangenten eine Reihe von Punkten
der Eigenschattengrenzen beider Flächen.
99. Trifft die Grenzlinie des auf die Fläche A fallenden
Schlagschattens die Eigenschattengrenze der Fläche in
einem Punkte Q, so ist die Tangente der Schlagschatten-
grenze in Q den Lichtstrahlen parallel. Im allgemeinen wird
nämlich ein Lichtstrahl, der in einem Punkte der Schlagschattengrenze
in A eindringt, die Fläche mindestens noch einmal schneiden. Aber
der durch Q gehende Lichtstrahl berührt die Fläche an der betrach-
teten Stelle, hat also mit der Fläche und folglich mit der Durchdrin-
gungskurve , von der die Schlagschattengrenze einen Teil bildet, zwei
zusammenfallende Punkte gemein.
100. Durchdringen sich die Flächen A und B in der
Kurve c, und trifft diese die Eigenschattengrenze s von B
im Punkte P, so berührt die Grenzlinie s* des von B auf A
geworfenen Schlagschattens die Kurve c in P. Denn s* gehört
zur Durchdringungskurve von A mit dem Lichtstrahlenzylinder, der B
in s berührt, folglich ergibt sich die Tangente von s* in ]J als Schnitt-
linie der zugehörigen Berührungsebenen an A und den Zylinder. Die
letzte Ebene ist aber identisch mit der Berührungsebene von B in 1),
und diese schneidet die Berührungsebene von A in der Tangente von c•
•
VII. Umdrehungs:flächen.
Eigenschaften der Umdrehungsflächen. Berührungsebenen
und ebene Schnitte.
101. Eine Umdrehungsfläche (Rotationsfläche) entsteht,
wenn eine unveränderliche Kurve sich um eine feste Gerade
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dreh t, bis sie in ihre ursprüngliche Lage zurückkolll m t. Die
Kurve heißt die Erz eu gen d e, die feste Gerade die Ach se der Um-
drehungsfläche. Jeder Punkt der Erzeugenden beschreibt bei der
Drehung einen Parallelkreis der Fläche, dessen :Ebene auf der Achse
8enkrecht steht, und dessen Mittelpunkt auf der Achse liegt.
Jede auf der Fläche liegende Kurve, die jeden Parallelkreis
schneidet, kann als Erzeugend,e der Fläche betrachtet werden.
Jede durch die Achse gelegte Ebene schneidet die Fläche in einer
Meridiankurve. Alle Meridiankurven sind kongruent und
symmetrisch in Bezug auf die Achse, wie sich sofort ergibt, wenn
man eine Meridiankurve als Erzeugende auffaßt.
102. Sei a die Achse, m die Meridiankurve einer Umdrehungs-
fläche, I) ein beliebiger Punkt von m, PS die zugehörige Tangente.
Durch Pgeht ein Parallelkreis p; sein Mittelpunkt Q ist der Fußpunkt
des Lotes von P auf a. Die Tangenten in P an mund p bestimmen
die Berührungsebene T der Fläche in P. Da die Parallelkreistangente
auf der Meridianebene senkrecht steht, so gilt dasselbe von der Ebene
T, d. h.: Die Berührungsebene einer Umdrehungsfläche ist
senkrecht auf der Meridianebene des Berührungspunktes.
Deshalb fällt die Flächennormale in P zusa.mmen mit der Meridian-
normalen IJ o.
Beschreiben wir um den Schnittpunkt 0 von POund a einen
Kreis mit dem Radius 0 P und drehen die ganze so erhaltene Figur
um a, so folgt der Satz: Jede Umdrehungsfläche wird längs
eines Parallelkreises von einem Umdrehungskegel und von
einer Kugel berührt, deren Mittelpunkte auf der Achse
liegen. - Sie wird längs jeder Meridiankurve von einem
Zylinder berührt, dessen Mantellinien auf der Meridianebene
senkrecht stehen.
103. Darstellung einer Umdrehungsfläche, deren Achse
a auf TI i senkrecht steht. In der zu TT2 parallelen Meridianebene
Mo sei die Meridiankurve mo gegeben; sie bildet den zwp.iten wahren
Umriß der Fläche und soll deshalb als Umriß- oder Hauptmeridian
bezeichnet werden. Zum zweiten Umriß gehören außerdem die Parallel-
kreise derjenigen Punkte von mo, deren Tangenten auf a senkrecht
stehen. Der erste Umriß besteht aus den Parallelkreisen solcher
Punkte von rno, deren Tangenten zu a parallel sind.
Ist der Punkt P der Umdrehungsfläche durch seine erste Pro-
jektion P' gegeben, so finden wir seine zweite Projektion mit Hilfe des
Parallelkreises p, der durch P geht, und der mo in 1)0 schneidet.
Die Berührungsebene T der Fläche in 1) ist nach dem Vorigen
durch Parallelkreis- und Meridiantangente von 1) bestimmt. Drehen
wir die durch P gehende Meridiankurve um a, bis sie mit 1110 zu-
sammenfällt, so gelangt P nach Po, und die zugehörige ~eridiantang~nte
kommt in eine Lage S B o, in der sie a in S, TI1 In Ro schneIdet.
Machen wir dann auf a' P' die Strecke a' R == Abst. (ll~, a"), so ist R
der erste Spurpunkt der Meridiantangente in P. Die erste Spurlinie t1
von T geht durch R parallel zur Parallelkreistangente in 1), also J. a'll.
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Trifft t 1 die Gerade M~ in T, so ist S T die in der Ebene Mo liegende
Hauptlinie von T, mithin t'l 11 8"T".
Die Gerade S T kann auch ohne vorhergehende Bestimmung von
t1 unmittelbar konstruiert werden. Ziehen wil' nämlich p~ 0" J. p~ S"
bis a", so ist plI 0" die Aufrißprojektion der Flächennormale in P, also
S" T" J. P" 0".
Ist statt des Meridians eine beliebige Kurve e (e', e") als Erzeu-
gende der Fläche gegeben, so erhalten wir mo, indem wir für eine
Reihe von Punkten auf e die durch sie gehenden Parallelkreise zeichnen
und deren Schnittpunkte mit der Ebene Mo bestimmen.
0,"
,
I
00,'
Fig. 11.
104. Auf gab e. I D e TI Sc h n i t t ein er U m d reh u n g s f I ä c h e,
deren Achse a auf Tl1 senkrech t steht, mi t der Ebene E (eI' e2)
zu konstruieren (Fig. 11). Die Schnittkurve k ist symmetrisch in
Bezug auf die Schnittlinie f von E
mit der auf el senkrechten Meridian-
ebene M, ihre Grundrißprojektion
k' also symmetrisch in Bezug auf
das Lot j' von a' auf e l • Bezeich-
nen wir mit h die zweite lIauptlinie
von E in der Ebene Mo des Umriß-
meridians mo, mit A den Schnitt-
punkt von a und h, mit B den
Schnittpunkt von e1 und f', so ist f
-~-----__..L..- z die Verbindungslinie von A lnit B.
Auf f befindet sich der höchste und
der tiefste Punkt der J( urve k; sie
sind die Schnittpunkte C und D von
f mit der in M liegenden Meridian-
kurve m. Um zunächst diese aus-
gezeichneten Punkte von k zu be-
stimmen, drehen wir die Ebene M um
a, bis sie mit Mo zusammenfällt. Dabei gelangt m nach mü , B nach
B o, und die Gerade ABo schneidet mo in Co und Do. Dann ist a' C'
== Abst. (C~, a"). Die Tangenten von k in C und D sind 11 el •
Weitere Punkte von k ergeben sich mittels horizontaler llilfs-
ebenen, die zwischen C und D beliebig angenommen werden. Eine
solche Ebene schneidet die ~'läche in einem Parallelkreise p, die Ebene
E in einer ersten Hauptlinie g, und diese trifft p in zwei Punkten P
und Q von k. In der angegebenen Weise finden wir u. ß. die Punkte
von k im ersten Umriß der }4'läche; die Punkte im zweiten Umriß
liegen auf h.
Die l'angente von k im Punkte P ist die Schnittlinie von E mit
der Berührungsebene der Fläche in P. Dabei genügt es, von dieser
Berührun'gsebene entweder die erste Spur, oder die in Mo liegende
Hauptlinie zu konstruieren.
105. Sc h ni t t ein e rUm d reh u n g s f 1ä ehe mit ein e r ihr e r
Berührungsebenen. Ist die Meridiankurve m im'Punkte P kO[Jkav
gegen die Achse a, so bat die Berührungsebene T dieses Punktes in
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seiner nächsten Umgebung keinen Punkt mit der Umdrehungsfläche
gemein. Sie schneidet dle Fläche in ihrem weiteren Verlaufe im all-
gemeinen in einer l\.urve, welcher der Punkt J) als isolierter I)unkt
angehört. Denken wir UDS die Ebene T parallel zu sich selbst um ein
sehr kleines Stück in das Innere der Fläche verschoben, so hat sie mit
der Fläche in der Umgebung von ]) ein kleines Oval gemein. Der
Punkt 1) heißt deshalb ein elliptischer Punkt der Fläche.
Ist ferner 11~ im l)unkte Q k 0 n v ex gegen a, so liegen 11l und der
I)arallelkreis des Punktes Q auf verschiedenen Seiten der zugehörigen
Berührungsebene ; diese trifft jeden der beiderseits benachbarten I)arallel-
kreise in zwei Punkten und schneidet demnach die Fläche in einer
Kurve, die in Q einen K not e n p unk t hat. Wir nennen Q einen
hyperbolischen Punkt der Fläche.
Konstruieren wir endlich die Berührungsebene in einem Wende-
pu n k tell von 11~, so schneidet diese :Ebene von den Parallelkreisen
der Nachbarpunkte nur diejenigen, die auf der einen Seite des zu R
gehörigen Parallelkreises liegen, und R ist ein Rückkehrpunkt der
Schnittkurve (parabolischer Punkt der Fläche).
Überhaupt gilt für jede beliebige krumme Fläche der Satz: Die
Berührungsebene einer krulnmen Fläche schneidet die Fläche
im allge meinen in einer Kurve, die im Berührungspunkte
einen })oppelpunkt hat. Je nachdem dieser ein isolierter Punkt,
oder ein Knotenpunkt, oder ein Rückkehrpunkt der Schnittkurve ist,
nennen wir ihn einen elliptischen, hyperbolischen oder para-
bolischen Punkt der Fläche.
I> ase in sch alige Um dre h ung shype r holoi d.
106. Wir untersuchen die Umdrehungsfläche ep, die entsteht,
wenn eine Gerade g um eine· zu ihr windschiefe Achse a rotiert. Dabei
sei a 1. Tl! und die Erzeugende g, in ihrer Anfangslage 11 TT2•
Je zwei l.4agen von g sind windschief zu einander; deun
sie begrenzen auf allen I)arallelkreisen Bogenstücke von gleichem Centri-
winkel. Die Flä che ep ist also windschief.
I)er Punkt ]( von g, welcher der Achse a am nächsten liegt, be-
schreibt den Kehlkreis k der Fläche. Zwei I>unkte VOll g, die von
]{ gleich weit entfernt sind, durchlaufen gleiche I)arallelkreise; die
Fläche ep ist also symmetrisch in Bezug auf die I{ehlkreis-
ebene.
I)ieGrundrißprojektionen der :Erzeugenden berühren den Kreis k',
ihre Aufrißprojektionen den Aufriß des Umrißmeridians 1110·
Sei]J ein beliebiger Punkt von g, p der durch ihn gehende Par~llel­
kreis, Po ein Schnittpunkt von p mit der ~:bene von ~1,0, 0 der ~lttel­
punkt und d der Radius von k, Yl der Winkel von g mIt TI1· BezeIchnen
wir ferner mit ~ den Radius von p, mit ~ die Entfernung der Ebenen
von k, und p, 80 sind ~ und ~ die rechtwinkligen Koordinaten von 1)0
für 0 als Anfangspunkt und a als ~-Achse. Dann folgt aus dem recht-
winkligen Dreieck a' K' p' :
Müller, Darstellende Geometrie. Ll
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a' p'2 - K' p'2 d2
oder
~2 - ~2 cot2 1'1 _ d2•
Die Meridiankurve 1110 ist also eine Hyperbel, die azur Neben-
achse , 0 zum Mittelpunkt.e und eine Parallele durch 0 zu 9 zur
Asymptote hat; ihre Hauptachse hat die Länge 2 d. Die Fläche Q>
ist demnach ein einschaliges Umdrehungshyperboloid. - T)ie
Asymptoten von mo erzeugen den Asymptotenkegel der :Fläche.
107. Ziehen wir durch J( die Gerade h symmetrisch zu g in
Bezug auf die Kehlkreisebene, so sind je zwei Punkte von 9 und h, die
in derselben Horizontalebene liegen, von a gleich weit entfernt; jeder
Punkt von h befindet sich also auf dem Parallelkreise, den der ent-
sprechende Punkt von 9 beschreibt. Ilie Gerade h liegt demnach ganz
auf dem Hyperboloid, das wir folglich auch durch l)rehung von h er-
zeugen können. Auf dem Hyperboloid befindet sich also eine
zweite Schar gerader Linien. Durch je den !>unk t der Fläch e
g-ehen zwei Geraden, nämlich je eine von jeder Schar. Jede
Gerade der einen Schar schneidet alle Geraden der anderen
Schar, aber keine Gerade derselben Schar.
Durch eine halbe Umdrehung um a gelangt h in eine I~age h1 Il g.
Daraus folgt: Zu jeder Geraden der einen Schar gibt es eine
parallele Gerade in der anderen Schar.
108. Eine Ebene T, die durch die Gerade 9 beliebig gelegt wird,
hat mit dem Hyperboloid noch eine Gerade der zweiten Schar gemein,
und diese trifft 9 in einem Punkte P. Jede Gerade der Ebene T
schneidet das Hyperboloid in den beiden Punkten, die sie mit den
beiden Erzeugenden gemein hat. Geht sie durch P, so fallen die beiden
Schnittpunkte zusammen; dann bel" ü h r t also die Gerade das Hyper-
boloid in P. Daher der Satz: Jede durch eine Erzeugende
gehende Ebene ist eine Berührungsebene des Hyperboloids.
Sie schneidet die Fläche noch in einer Geraden der anderen
Schar und berührt' sie im Schnittpunkte der beiden Ge-
raden. - Das Hyperboloid hat hiernach lau tel" hyperbolische
Punkte (105).
Zwei parallele Erzeugende, wie 9 und hH bestimmen eine asymp-
totische Berührungsebene der Fläche. Diese berührt gleichzeitig
den Asymptotenkegel in der zu den beiden Erzeugenden parallelen
Mantellinie. '
Jede nicht berührende Ebene schneidet das Hyperboloid in einer
Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nachdem sie zu keiner, einer oder
zwei Mantellinien des Asymptotenkegels parallel ist.
Um riß I ini enun d Sc ha tl, e il gre n zen.
109. Aufgabe. Den ersten scheinbaren Umriß einer Um"
drehungsfläche zu k'onstruieren, deren Achse a zu TT2 par-
allel, aber gegen TI} beliebig geneigt ist. Die Fläche sei durch
den Umrißmeridian mo in der ersten projizierenden Ebene von a
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gegeben. Als ersten wahren Umriß erhalten wir im allgemeinen eine
Raumkurve u. Um diejenigen Punkte von u zu ermitteln, die sich
auf einem beliebig gewählten Parallelkreise p befinden, benutzen wir
den Kegel und die Kugel, welche die Umdrehungsfläche längs p be-
rühren. In jedem Schnittpunkte von p und u haben die drei Flächen
eine gemeinsame Berührungsebene , die auf TI1 senkrecht steht; ihre
ersten scheinbaren Umrißlinien berühren sich demnach in der Grundriß-
projektion des Schnittpunktes (78). Ziehen wir im Endpunkte 1)~' der
Strecke p" an m,~ die Tangente 1)0' S" und die Normale 1)~' 0", so er-
halten wir auf a die Spitze S des Berührungskegels und den Mittel-
punkt 0 der zugehörigen Kugel.
Der erste scheinbare Umriß der
Kugel ist der Kreis h' um 0'
mit dem Radius 0" P~'; die ent-
sprechenden Urnrißlinien des Ke-
gels sind also die l'angenten aus
S' an h'. Sie berühren h' und
zugleich die gesuchte Kurve u'
in zwei !)unkten '1lf und V'.
l)er Punkt S ist zur Be-
stimmung von '11 und U nicht er-
forderlich. Die Aufrißprojektion
des Kreises h liegt nämlich auf
der Parallelen durch 0" zu x, und
diese schneidet p" in T" == U".
u'110. Ist die Meridiankurve
'1'no der vorigen Aufgabe ein Kreis
vom Mittelpunkte K o und Radius
'r, so erzeugt sie eine Ri n g-
f I ä c h e, und dann ergibt sich
eine einfachere Konstruktion der
Vmrißlinie u' durch folgende
Uberlegung (Fig. 12). Die Ring-
fläche ist die }~inhüllende
einer um a rotierenden Kugel vom Mittelpunkte 1(0 und
Rad i u sr, folglich ist u' die Einhüllende der ersten scheinbaren
Umrisse aller Lagen dieser Kugel. Bei der l)rehung um a beschreibt
Kr) einen Kreis k, dessen Mittelpunkt A auf a liegt. Seine Grundriß-
projektion ist eine Ellipse k' mit den Halbachsen A' K~ und A' .K{
== A" ](ö. Wir erhalten demnach u' als die Einhüllende aller Kreise
vom Radius r, deren Mittelpunkte sich auf k' befinden. Irgend zwei
dieser Kreise, mit den Mittelpunkten K' und L', schneiden sich in
zwei Punkten T' und V', deren Verbindungslinie von ]('L' senkrecht
halbiert wird. Sind nun K' und L' zwei unendlich benachbarte
Punkte von k', so wird T' U' zur Normale von k' in ]('; dann ist
X' T' == K
'
U' == r, und T' und U' sind zwei Punkte von u/. Wir
können daher die Kurve u' auch in der Weise konstruieren, daß wir
auf allen Normalen von k' beiderseits die Strecke r abtragen; d. h. u'
ist die Parallelkurve der Ellipse k' im Abstande r.
4*
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Der Kreis h', der 1(' zum Mittelpunkte, r zum Radius hat, berührt
u' in 1" und U'; die Ellipsennormale T' U' ist also zugleich Normale
vonu' in T' und U'. Die Kurven k' und u' haben demnach dieselbe
Evolute e, folglich in entsprechenden Punkten denselben Krümmungs-
mittelpunkt. Besonders nützlich bei der I\onstruktion von 1t' sind die
Scheitelkrümmungslnittelpunkte J o und J1 von k/.
Wir können nunmehr die beiden Teile von u' auch als die Bahn-
kurven auffassen, welche die Punkte T~ und U~ beschreiben, während
die Gerade ~To T~. auf der Evolute e rollt. Trifft bei dieser RoBung
der Punkt U~ auf e, so entsteht ein Rückkehrpunkt B' von u'. Wir
erhalten also R', indem wir auf e den Bogen JoR' angenähert. gleich
der Strecke JoU~ machen. Im Punkte R wird die Raumkurve ~t vom
projizierenden Strahl R R' berührt; hier endigt der sichtbare Bogen des
inneren Teiles von u. Jeder tiefer liegende Punkt des inneren Kurven-
stückes ist nämlich für das unendlich ferne erste projizierende Auge
unsichtbar, weil der projizierende Strahl, der in dem betreffenden
Punkte die Ringfläche berührt, oberhalb der Berührungsstelle von der
undurchsichtig gedachten Fläche bereits geschnitten wird.
111. Aufgabe. Für eine Umdrehungsfläche, der·en Achse
a.L TI1 ist, die Eigenschattengrenze s bei Ilarallelbeleuch-
tung zu konstruieren (vergl. Fig.ll). Die I(urve s ist symmetrisch
in Bezug auf die zur l~ichtrichtung parallele Meridianebene M, ihre
Grundrißprojektion also symmetrisch in Bezug auf die Gerade 1', die
in der Richtung der Grundrißprojektionen der Lichtstrahlen durch a'
gezogen wird. Wir ermitteln zunächst die in der Ebene M befindlichen
Punkte von s, indem wir an die zugehörige Meridiankurve m in der
Lichtrichtung Tangenten legen. Zu dem Zwecke ziehen wir in M
einen beliebigen Lichtstrahl l und drehen die Ebene M um a, bis sie
mit der Ebene des Umrißmeridians mo zusammenfällt (vergl. 73). Be-
zeichnen wir mit 1~ die Aufrißprojektion des gedrehten Lichtstrahles,
mit C~; und D~ die Punkte von m~, deren Tangenten 1I1~ sind, so ent-
sprechen ihnen auf m als höchster und tiefster Punkt von s die Punkte
C und D; dabei ist a' C' = Abst. (Cö, a") und C~ 0" 11 x.
Um t'ür einen Parallelkreis p ~ der zwischen 0 und D beliebig an-
genommen wird, die Punkte P und Q von s zu bestimmen, können wir
verschiedene Methoden anwentien:
a) K e gel ver fa h I' e n. Die gesuchten Punkte P und Q liegen
auch auf der Eigenschattengrenze des Kegels, der die Umdrehungs-
fläche in p berührt. Konstruieren wir also in bekannter Weise auf a"
die Aufrißprojektion S" der Spitze des Berührungskegels , sowie den
Schatten SI von S auf die Ebene von p, 80 sind P' und Q' die Be-
rührungspunkte der Tangenten aus S~ an p'.
b) Kugelverfahren. Die Punkte P und Q befinden sich ferner
auf der Eigenschattengrenze der zum Parallelkreise p gehörenden Be-
rührungskugel. Bezeichnen wir mit 0 den Mittelpunkt der Kugel, mit
E die Ebene ihrer Eigenschattengrenze , so geht E durch 0 1. 1 und
schneidet die Ebene Mo in einer Geraden 0 R, deren Aufrißprojektion
auf Z" senkrecht steht. Bedeutet R den Schnittpunkt von 0 R mit der
Ebene von p, so' liegt B' auf der Parallelen durch a' zu x. Dann
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schneidet E die :Ebene von p in der durch R gehenden Geraden P Q.
ihre Grundrißprojektion ist das Lot von B' auf 1'. '
Wir ermitteln insbesondere von der Ku~ve s die Punkte 17 und rT
im ersten, sowie V und W im zweiten Umriß der Fläche, indem wir
an die scheinbaren Umrißlinien Tangenten ziehen, die bezw. zu l' und
1" parallel sind.
Für Licht in der Richtung der Würfeldiagonale ergeben
sich wesentliche Vereinfachungen der soeben abgeleiteten Konstruktion.
Dann ist Z~ parallel zur Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks,
dessen Katheten zu x parallel bezw. senkrecht sind und sich verhalten
wie. V2 : 1. Wir erhalten also die Punkte C~;, Dö und hieraus C", D",
ohne Benutzung des Grundrisses; denn es ist Abst. (0", a") gleich
der Kathete eines gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecks, welches die
Entfernung des Punktes (]ö von a" zur Hypotenuse hat. J1:benso finden
wir von s" die I)unkte T", U". Bezeichnen wir ferner mit· Z den-
jenigen I)unkt von s, der sich mit W auf demselben Parallelkreise
befindet, so ist Z" der Schnittpunkt von a" , mit der Parallelen zu X
durch W"; denn Z' fällt aus Symlnetriegründen auf die Verlängerung
von a". - Die fünf I)unkte V", U", Z", D", W" genügen in manchen
Fällen zur angenäherten Bestimmung des sichtbaren Teiles von s" 1).
Der I~ichtstrahlenzylinder, welcher die Fläche in s berührt, schneidet
TII in der Schlagschattengrenze Bh, die in Bezug auf l' symmetrisch
ist und aus den Schlagschatten Ph, Qh ... der vorher gefundenen
Punkte P, Q . . . von s konstruiert wird. Der Schlagschatten }Jh des
Parallelkreises p berührt Sh in 1\ und Qh; die· Tangente von Sh in l)/t
ist also parallel zur I)arallelkreistangente in 1), d. h. .L a' I)'. - Der
Schlagschatten des durch den höchsten Punkt 0 von S gehenden Parallel-
kreises hat mit Sh in eh zwei zusammenfallende Berührungspunkte,
d. h. vier unen dlich benachbarte Punkte gemein; er ist daher der
Krümmungskreisder Kurve Sh in ihrem Scheitel Ch. Ebenso ist der
Krümmungsradius von Sh in Dh == Abst. (D~, a").
112. J)ieselbe Aufgabe für die Ringfläche. Wir bezeichnen
wieder mit ](0 den Mittelpunkt, mit 1'" den Radius des Meridiankreises
"no, mit A den Mittelpunkt des Ringes, d. h. den Fu13punkt des .Lotes
von Ko auf a, und setzen A 1(0 == d. Beschreiben wir um ./t mit dem
Radius r eine Kugel, so schneidet eine durch a gelegte Ebene die
Kugel in einem Hauptkreise i, den Ring in z\vei gleich groLlen I{reisen
'mI und m2' und dann fällt der Kreis i bezw. mit nil oder tn2 zusammen,
wenn wir ihn .L a nach der einen oder anderen Seite um die Strecke d
verschieben. Dabei gelangt ein beliebiger Punkt 1) von i bezw. nach
IJI auf ml oder nach J)2 auf m2 , so da13 J)PI == J)1)2 == d und .L a
ist. I)a die Tangenten an i, m1, m2 in 1), 1\, 1)2 parallel sind, so gilt
dasselbe von den Berührungsebenen der Kugel und des Ringes in den
genannten Punkten; ist also 1) ein Punkt der Eigenscbattengrenze 1,0
der Kugel, so gehören 1\ und P2 zur Eigenschattengrenze s des
Ringes. - Hieraus ergibt sich folgende Konstruktion der, Kurve Si:
1) Über Schattenkonstruktionen unter alleiniger I~enutzung des Aufrisses
vergi. Pillet, Theorie des ombres.
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Wir beschreiben um a' mit dem Radius r den Kreis h' als ersten
scheinbaren Umriß der Hilfskugel, ermitteln wie früher die Aufriß-
projektion l~ des I' TI2 gedrehten Lichtstrahles 1 und ziehen in m~ den
Radius KöC~ 1. lö, sowie die Tangente CöNö bis A"K~. Als Grund-
rißprojektion von werhalten wir bekanntlich eine Ellipse w' mit denl
Mittelpunkte a' und der großen Ha,lbachse r 1. l'; die kleine Halbachse
ist gleich dem Abstande des Punktes Cö von der Parallelen zu a"
durch K ö (73). Machen wir dann auf einem beliebigen Durchmesser
P' Q' von w' die Strecken P' p~ == P' P2== Q' Q~ == Q' Q2 == d, so
sind P~, P2, Q~, Q2 vier Punkte von s'. - Die Kurve s' ist eine K 0 n-
choide der Ellipse w'.
Die Punktpaare P l , P'l und Ql' Q2 liegen in zwei Horizontal-
ebenen , die von A gleich weit entfernt sind. Wir konstruieren ihre
Aufrißprojektionen mit Hilfe der zugehörigen Parallelkreise.
Auch zur Konstruktion des Schlagschattens, den der I~ing auf
Tl l wirft, benutzen wir die Hilfskugel Uln A. Ihre Schlagschatten-
grenze ist eine Ellipse Wh mit dem Mittelpunkte Ah und den Halbachsen
K~N ö und r. Denken wir uns von den Punkten P und 1\ die Schlag-
schatten Ph und P l h ermittelt, so wird PhP1 h #: P'P{, also == d. I)ie
Tangente von Wh in Ph ist· nach 111 1. a' P', d. h. IJh Pt h ist die Nor-
male von Wh in Ph• Daraus folgt: Die Schlagschattengrenze Sk
des Ringes ist die Parallelkurve der Ellipse Wh im Abstande
d (vergl. 110).
Der Punkt R, in welchem ein Lichtstrahl die Kurve s berührt, ist
ein Grenzpunkt von s insofern, als auf der einen Seite von R die
Kurve s ihre physische Bedeutung als Schattengrenze verliert. In R
beginnt nämlich der Schlagschatten s*, den der entgegengesetzte Bogen
Fig. 13. von s auf die RingBäche wirft. Wir
, ~" " ermitteln ihn nach dem indirekten Ver-
" f fahren (98), indem· wir von einem
6" " I passend gewählten Parallelkreise, etwa
dem Kehlkreise , den Schlagschatten
auf Tl1 konstruieren und seine Schnitt-
punkte mit Sh aufsuchen. Die Kurven
sund s* berühren sich in R 1). - Die
Kurve Sh hat in Rh einen Rückkehr-
x punkt.
e'
/
I /
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~
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113. In Fig. 13 ist als Meridian-
kurve statt des Kreises mo der vorigen
Aufgabe nur der Halbkreis gegeben,
der durch den vertikalen Durchmesser
EoFo begrenzt wird. Es ist außer
der Eigenschattengrenze s der
Umdrehungsfläche (111,112) noch
der Schlagschatten zu konstruieren, den die Ji'läche von
ihrem oberen Rande empfängt. Die Grenzlinie des gesuchten
Schlagschattens bildet einen Teil der Durchdringungskurve c der Fläche
1) Näheres vergI. Wiener 11, S. 183.
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mit dem Lichtstrahlenzylinder, der den Parallelkreis e des l)unktes E
zur Leitkurve hat. Sie ist symmetrisch in Bezug auf die zur Licht~
richtung parallele Meridiankurve M; ihr höchster Punkt ist also der
Schatten E* des in M liegenden Punktes E von e (E~ E~o 1I1~ u. s. w.).
Um von der Kurve c die l)unkte Pt und Qt zu ermitteln, die
einem beliebigen Parallelkreise Pt angehören, konstruieren wir den
Schatten et von e auf die Ebene von Pt; dann sind Pt und Ql die
Schnittpunkte von PI mit el ·
Der auf m,o liegende Punkt der Schlagscbattengrenze ergibt sich
als Schnittpunkt von mo mit dem elliptischen Schatten, den die Ebene
des Umrißmeridians von deIn vorderen Halbkreise e empfängt.
Die Grenzlinie des Schlagschattens endigt in den Schnittpunkten
von c mit der Eigenschattengrenze s der Fläche. I)ie zucrehörigen
'Tangenten von c sind III (99). b
I) ur c h d ri n g u ng e n.
114. Aufgabe. I)ie I)urchdringung einer Umdrehungs-
fläche, deren Achse a J. TI} ist, mit einer Kegelfläche zu
konstruieren, deren Ijeitkurve k in TI l liegt. Um für einen
beliebigen Parallelkreis p der Umdrehungsfläche seine Schnittpunkte
mit dem Kegel zu ermitteln, legen wir durch die Spitze S des Kegels
und durch P eine Hilfskegelfläche und konstruieren ihren Schnitt-
kreis PI mit Tl1. Schneidet Pt die Kurve k in Pt und QI' so haben
die beiden konzentrischen Kegelflächen die Mantellinien S Pt und S Ql
gemein, und diese treffen P in zwei Punkten P und Q der Durch-
dringungskurve.
115. Aufg-abe. Die Durchdringung zweier Umdrehungs-
flächen A und B zu konstruieren, deren Achsen a und b sich
sc h ne i den. Sei a J. TII' b 11 Tl2; die )1~bene E == a, b schneide A
und B bezw. in den Umrißmeridianen mund n. Zur Konstruktion
der I)urchdringungskurve c benutzen wir als Hilfsflächell nicht, wie
gewöhnlich, Ebenen, sondern ICugelflächen um den Schnittpunkt ()
von a und· b; denn diese erzeugen sowohl mit A als mit B die ein-
fachsten Schnitte, nämlich Parallelkreise. Beschreiben wir als zweiten
scheinbaren Umriß einer solchen Hilfskugel mit beliebigem I~adius um
0" den Kreis v", der die Kurven m" und n" bezw. in P" und Q"
schneidet, 80 hat die Kugel mit A und B bezw. die Parallelkreise P
und q der Punkte P und Q gemein, und diese treffen sich im all-
gemeinen in zwei Punkten Rund S von c. Wir erhalten zunächst
R" == S" a18 Schnittpunkt der Strecken p" und q" und finden dann
R' und S' auf dem Kreise p'. - Die Kurve c ist symmetrisch in Bezug
auf E.'
116. Aufgabe. Die I)urchdringung zweier Umdrehungs-
flächen A und B mit windschiefen Achsen a und b zu kon-
struieren. Wir nehmen wieder a J. TI1 , b 11 TI2 und bezeichnen bezw.
mit mund n die Umrißmeridiane beider Flächen. Unter Anwendung
horizontaler Hilfsebenen gestaltet sich die Konstruktion der Durch-
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dringungskurve c in folgender \Veise: I)ie Hilfsebene r schneidet A in
einem Parallelkreise p und B in einer gewissen !{urve q; die Schnitt-
punkte Rund S von p und q befinden sich auf c. Um die Grundriß-
projektion von q zu ermitteln, zeichnen wir im .A.ufriß eine Reihe von
Parallelkreisen i, k . . . der Fläche B und bestimmen für jeden seine
Schnittpunkte mit r. Es schneidet z. B. der Kreis i die Ebene r in
den Punkten 1 und 2, deren Aufrißprojektionen mit dem Punkte
i"·x r" == 1" zusammenfallen. Die zugehörigen Grundrißprojektionen
werden gefunden, indem wir den vorderen Halbkreis i in die Ebene
von n nach io umlegen. Ziehen wir dann 1" 1~ 11 b" bis 1~, so sind die
Abstände der Punkte l' und 2' von b' == 1" 1~.
VIII. Schraubenflächen.
Kurvenerzeugung durch Rollung.
117. In der Ebene der Zeichnung sei die feste !(urve j' und die
bewegliche Kurve w gegeben. Dann sagen wir, die Kurve u) roll t
auf j', wenn sie f· während ihrer Bewegung beständig berührt, und
wenn der Berührungspun~t auf beiden Kurven um gleiche Bogenstücke
fortschreitet. Betrachten wir beide Kurven als Vielecke mit unendlich
kleinen, entsprechend gleichen Seiten, so ergibt sich sofort, daß der
Übergang von waus einer Lage in die unendlich benachbarte auf-
gefaßt werden kann als eine unendlich kleine Drehung um den augen-
blicklichen Berührungspunkt P. Denken wir uns daher mit der Kurve
tV einen Punkt A ihrer Ebene starr verbunden, so bewegt sich dieser
momentan senkrecht zur Geraden A P. IIieraus folgt der Satz: Wird
die Bewegung einer Ebene erzeugt durch das Rollen einer
Kurve w auf einer anderen Kurve f, so geht für jeden Punkt
der bewegten Ebene die Norluale seiner Bahnkurve in jeder
Lage des Punktes durch den augenblicklichen Berührungs-
punkt von wund f.
Die Bahnkurve des Punktes P von w hat an der mit P bezeich-
neten Berührungsstelle im allgemeinen einen Rückkehrpunkt, dessen
Normale mit der gemeinschaftlichen Tangente von UJ und f zusammen-
fällt. Dies ergibt sich sofort, wenn wir die Kurven wund j' wie vor-
hin durch Vielecke ersetzen.
118. Ist f eine Gerade, wein Kreis, so beschreibt jeder I)unkt
der bewegten .Ebene eine Zykloide, die als gespitzt (gemein),
verschlungen oder gesch weift (gestreckt) bezeichnet wird, je
nachdem der beschreibende Punkt auf, außerhalb oder innerhalb w
liegt. Sei Wo die Anfangslage von w, Mo der l\'Jittelpunkt, Po d,er Be-
rührungspunkt von Wo mit f Um die Zykloide zu konstruieren, die
der auf Mo Po liegende Punkt Ao erzeugt, machen wir auf der Parallelen
durch Mo zu f die Strecke MoMn gleich der Peripherie von wo, be-
schreiben um Mo mit dem RadiusllfoAo den Kreis II und teilen llfo1Jfn ,
sowie a von Ao aus in n gleiche Teile. Sind Mi und ~i ein Paar ent-
sprechender Teil punkte, und ziehen wir MiAi # lJIo~i, oder ~{iAi # Mo lJfi'
so ist Ai ein Punkt der Zykloide. Seine Normale geht nach dem Be-
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rührungspunkte IJi von j' nlit Wi, ist also 11 Po ~{i' Man erhält daher
die Zykloide noch einfacher (und zumeist mit hinreichender Genauig-
keit) als die Einhüllende der Kreise um PI' P2 ... mit den Radien
Po ~l' Po ~2 ••• 1).
119. Rollt umgekehrt die Gerade waus der Anfangslage Wo auf
dem Kreise f~ so beschreibt jeder Punkt von w, z. B. der augenblickliche
Berührungspunkt .l10 , eine gespitzte (gemeine) Kreisevolvente.
Zu ihrer Konstruktion rektifizieren wir den Kreis (79) und teilen ihn
von .Ao aus in n gleiche Teile. Ziehen wir im Teilpunkte Pi die Tan-
gente Wi und machen auf ihr die Strecke PiAi === 'i der rektifizierten
n
Peripherie, so ist Ai ein Punkt der Evolvente.
Die Kreisevolvente ist eine S p ir ale; sie zieht sich in unendlich
vielen Windungen um den Kreis j' und hat in Ao einen Rückkebrpunkt,
sowie unendlich viele Doppelpunkte auf der Verbindung~linie von .lll)
mit dem Mittelpunkte M von f.
Nach 117 ist Ai])i die Normale der Evolvente in Ai; mithin ist
f die Evolute der Kurve und IJi ihr Krümmungsmittelpunkt für den
Punkt Ai.
Jeder Punkt außerhalb w beschreibt in Verbindung mit der rollen-
den Tangente eine all g e m ein e Kreisevolvente , die wir als ver-
8 chI u n gen oder ge s ch w ei f t bezeichnen, je nachde m der betreffende
Punkt sich mit dem Punkte M auf derselben Seite, oder auf entgegen-
gesetzten Seiten von w befindet. - Sei B derjenige Punkt. der be-
wegten Ebene, dessen Anfangslage B o mit M zusammenfällt, und Bi
die Lage, die er einnimmt, wenn w nach Wi gelangt. Ziehen wir die
Gerade ~fX 11 Wo und setzen 1J{Ao == a, MBi == 1", L XMBi == qJ,
so ist auch L A o1J;IPi=== qJ und MBi === PiAi = aqJ, also ist r == a qJ
die Gleichung der Bahnkurve des Punktes B; d. h. der Punkt B be-
schreibt eine archim edisch e Spirale.
Die Sc h I' a u ben 1i nie.
120. Die Sch raub enlin ie is t die kürz este (geod ii tis ch e)
Linie auf dem geraden I{reiszylinder. Bei der Abwickelun~ des
, Zylinders verwandelt sie sich also in eine Ger ade, und u In gekehrt
entsteht durch, Aufwickelung einer ]~:bene auf einen solchen Zylinder
aus jeder Geraden der Ebene eine Schraubenlinie. - Die Achse des
Zylinders heißt dle Schraubenachse; sein Radius wird als Radius
der Schraubenlinie bezeichnet. Die Schraubenlinie ist rechtsgängig,
wenn sie für einen in" die Achse (gleichgültig ob' aufrecht oder ver-
kehrt) gestellten Beschauer nach rechts abwärts geht.
Da die Verwandelte der Schraubenlinie mit den Verwandelten aller
Zylindermantellinien gleiche Winkel bildet, so schneidet auch die
Schraubenlinie alle Zylindermantellinien unter demselben
1) Über die Konstruktion der Kri.inlnlungsmittelpunkt~u. s. 'v. vergI.
Rohn und Pftpperitz 11, S. 57; Wiener 11, S. :-343, SO'Vle Burlnester,
Kinematik I, S. 134.
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Winkel und jede zu ihnen senkrechte :Ebene unter einem Winkel ß,
der jenen Winkel zu 90° ergänzt und Neigung der Schranbenlinie
genannt wird.
Die Schraubenlinie trifft jede l\Iantellinie unendlich oft. Be-
zeichnen wir mit 1) den Abschnitt der Mantellinie zwischen zwei auf-
einander folgenden Schnittpunkten, mit t den Radius der Schrauben-
linie, so ergibt sich aus der Abwickelung, daß
~ === 2 1C t fan ß,
also konstant ist für alle 1\'Iantellinien. 'ViI' nennen C) die Ganghöhö
der Schraubenlinie.
Bei der Geraden, welche als Verwandelte der Schraubenlinie ent-
steht, verhalten sich die auf den Mantellinien gemessenen Ordinaten wie
die zugehörigen AbszisRen. Daraus
folgt: Die Schra u benlin ie wird
erzeugt, wenn ein Punkt sich
u ln ein e fes te Ach se d reh tun d
zug leich proportion aI zu die-
ser Drehung parallel zur Achse
verschie bt. --Wir bezeichnen eine
solche Bewegung als Sc h rau b u n g.
Gleiche Bogenstücke derselben
Schraubenlinie sind kongruent; d. h.
die Schraubenlinie ist in sich
selbst verschiebbar. I)er Krüm-
mungsradius der Schrauben-
li 11 i eis tal s 0 k 0 n s t a n t.
121. Dar s tell u n gei n e I'
Schraubenlinie, deren Achse
a 1. TI! ist (Fig. 14). Die rechts-
~ängige Schraubenlinie b soll vom
Punkte B beschrieben werden 'I des-
sen Anfangslage Bo in Tl1 so ge-
wählt ist, daß ihre Verbindungs-
linie mit dem Fußpunkte A o von
a auf x senkrecht steht. Hierdurch,
sowie durch Angabe der Ganghöhe C) ist b vollkommen bestimmt.
Um einen Gang von b zu konstruieren, teilen wir den Grundkreis
k des Schraubenzylinders in den Punkten B o, B~, B 2 ••• in eine
beliebige Anzahl, etwa 8, gleicher Teile, machen auf a die Ab-
schnitte AoAt = At A 2 = ... = 1 und bestimmen von den Punkten8
B t , B 2 •• • der Schraubenlinie die Aufrißprojektionen auf den Parallelen
zu x durch A~, A2' ...
Setzen wir B~Ai == ~, Ai' Bi' === \), L 1JoAoBi == qJ und ver-
stehen unter r wie vorhin den Radius von b, so wird ~ == t sin qJ, und
es verhält sich
also folgt:
ep : 2 Tl = ~ ~ I),
I.
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. 2 n: X
t) == r S1n-~..•
1)
D. h.: Die Auf I' i ß pro j e k t i 0 TI der Sc h I' a u ben 1in i eis t ein e
Si n u s kur v e.
Um die Tangente der Schraubenlinie im Punkte Bi zu ermitteln
denken wir uns das auf dem Schraubenzylinder liegende Flächenstück
B oBi Bi in die durch Bi Bi gehende Berührungsebene abgewickelt.
Dann verwandeln sich die Bogen B oBi und B oBi bezw. in die Tan-
genten des Grundkreises und der Schraubenlinie in Bi und Bi. Machen
wir also auf der Tangente von k in Bi die Strecke Bi Ti gleich dem
Kreisbogen BiBo, so ist Ti die Grundrißspur der Tangente von b in Bi.
Die Tangente von b in B o ist 1I TI2. Ihre Aufrißprojektion ist die
Inflexionstangente von b" in B~; wir erhalten sie als Hypotenuse des
rechtwinkligen Dreiecks B~B~ J", dessen Kathete B~J" == 11: rist. -
Die Neigung ß der Schraubenlinie ist gleich dem Winkel zwischen
Bö ~T" und x.
Der Krümmungsradius der Sinuskurve b" im Scheitel B'2 ist nach
81 == r tan2 ß; machen wir also auf x die Strecke B~ U" == rund
ziehen U" S" 11 BöJ" bis a", sowie S"V" J. [J" S" bis x, so wird jener
I\rümmungsradius === BöV".
Die Strecke BöS" ist = dan ß, also nach 120 = ~-; wir nennen
211:
ie die reduzierte Ganghöhe der Schraubenlinie.
122. Da sich die Schraubenlinie bei der Abwickelung ihres Zylin-
ders in eine Gerade, also in eine Kurve von unendlich großem Krüm-
mungsradius verwandelt, so folgt aus Gleichun~ 3) in 80, daß der
Winkel zwischen der Schmiegungsebene der Schraubenlinie und der
Berührungsebene des Schraubenzylinders in jedem Punkte == 90° ist.
D. h.: Die Schmiegungsebene in irgend einem Punkte der
Schraubenlinie geht durch die zugehörige Zylindernormale.
Derselbe Satz gilt übrigens von den geodätischen Linien je der
beliebigen krummen Fläche. Die geodätische Linie einer solchen
Fläche ist nämlich die Gestalt, welche ein über die Fläche gespannter
Faden annimmt. Nun wirken in jedem Punkte des Fadens zwei gleich
große Spannungen in den Richtungen der Nachbarelemente , und ihre
Mittelkraft , die nach der Regel des Kräfteparallelogrammes in der
Ebene dieser Elemente, d. h. in der Schmiegungsebene ,gefunden wird,
muß in die Flächennormale fallen, wenn der Faden im Gleichgewichte
sein soll.
123. Die Schmiegungsebene des l)unktes Bo (Fig. 14) schneidet
den Schraubenzylinder in einer Ellipse, die in ihrem Scheitel B o den-
selben KrümmunO'skreis besitzt, wie die Scbraubenlinie. Die Halbacbsen
o
dieser Ellipse sind gleich _l"- und AoBo == r, folglich ist nach 67
cas ß .
ihr !{rümmungsradius in Bo, d. h. der KrümmungsradIus der
Schraubenlinie
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Q == -.--.!_- == u" V".
COS2 ß
Konstruieren wir auf den Geraden BoA.o, BI Al . .. zu den
Punkten Bo , BI . . . von b die Krümmungsmittelpunkte Co, Cl ... ,
so erhalten wir eine zweite Schraubenlinie c von der Gangböbe 1)
und dem Radius Q - t == B~ V". Ihre N'eigung ist also gleich
dem Winkel S" V" B~ == 900 - ß, ihr Krümmungsradius mithin
wiederum == V" U", d. h. == Q. Die Krümmungsmittelpunkte
der Schraubenlinie c liegen daher umgekehrt auf der ur-
sprünglichen Schraubenlinie b.
124. Schlagschatten der Schra u uenlin ie auf TI} (Fig. 14).
Konstruieren wir bei gegebener Lichtrichtung l (7', 1") vom Punkte A s
den Schlagschatten A~, so finden wir den Schatten von Bi, indem wir
die Strecke Ao A~ in acht gleiche Teile teilen und ,durch den Teilpunkt
A~ die Strecke .A~~ B7 # .AoBi ziehen. Dies ist aber die Konstruktion
einer Zykloide, die der Punkt B o beschreibt, wenn der K.·eis 100, dessen
Mittelpunkt .Ao und dessen Peripherie - AoA~ ist, auf der zu 7'
parallelen Geraden f rollt. Bezeichnet A den Nei~ungswinkel der
Lichtstrahlen gegen TIl' so ist .Ao A ~ === 1) cot Ä, also der I~adius von
Wo = JL cot J.., d. h. gleich dem Schatten Ao 81t der reduzierten2'"
Ganghöhe.
Wir erhalten eIne verschlungene, gespitzte oder geschweifte Zy-
kloide, je nachdem
>AoBo === Ao Sh
<
ist. Setzen wir hier für AoB o == t den Ausdruck -~ß und für2 7l fan
AoSh den eben gefundenen Wert, so geht diese Bedingung über in
>tan A == tan ß.
<
Daher der Satz: Der Schlagschatten der Schraubenlinie auf
eine ,zu ihrer Achse senkrechte Ebene ist eine Zykloide, und
zwar eine verschlungene, gespitzte oder geschweifte, je
na,chdem der Neigungswinkel der Lichtstrahlen gegen die
Ebene größer ist als die Neigung der Schraubenlinie, oder
gleich derselben, oder kleiner als dieselbe. - Der Schlag-
schatten auf jede andere Ebene ist demnach eine affine Kurve zu einer
Zykloide.
Die ab wi c k el bar e Sc h rau ben fl ä c h e.
125. Die Tangenten der Schraubenlinie b bilden eine abwickel-
bare Schraubenfläche, die von den Schmiegungsebenen der Kurve
berührt wird (74). Die Schraubenlinie heißt die R ü c k k ehrkur v e
(Rückkehrkante) ihrer Tangentenfläche, weil jeder ebene Schnitt
Fig. 15.
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der Fläche die Schnittpunkte mit der Schraubenlinie 1m allgemeinen
zu Rückkehrpunkten hat.
Bezeichnen wir nämlich mit 1, 2, 3, 4 vier unendlich benachbarte
Punkte der Kurve lJ, mit PI' P2 , p;{ bezw. die Punkte, in denen die
Tangenten t l == 12, f2• == 23, t3 == 34 von einer beliebigen Ebene E
getroffen werden, so sInd P1 P2 und P2 Ps zwei Elemente der Schnitt-
kurve von E mit der abwickelbaren Schraubenfläche und dann bildet
P2 P:{ mit der Ver 1ä n ger u n g von PI P"} einen 'unendlich kleinen
Winkel d ~ (Fig. 15). Wählen wir aber zwischen 2 und 3 auf t"} den
Punkt. Q2 und legen durch ihn eine Ebene
11 E, so schneidet diese die Elementar-
streifen t 1t2 und t"2 t:~ bezw. in den Bogen-
elementen Ql Q2 11 Pt P2 und Q2Q:{ I1 P2P:1
in der Weise, daf3 Q2 (Ja mit dem un ver-
1ä n ger te n Ql Q2 den Winkel. cl r ein-
schließt. Q"l ist also ein Rückkehrpunkt
der entstehenden Schnittkurve. - Dies
gilt offenbar ganz allgemein für je d e ab-
wickelbare F'läche.
Die Tangentenfläche der in Fig. 14
gegebenen Schraubenlinie b schneidet TIl
in einer Evolvente e des Grundkreises k
mit einem l{,ückkehrpunkte in 11o, und sie
schneidet jede zu TI1 parallele l~bene in
einer zu e kongruenten Kurve, die aus
der ersten durch Schraubung um a er-
halten wird. Bei dieser Schraubenbewegung beschreibt jeder Doppel-
punkt von e als T) 0 p pe Ikur ve der Fläche eine Schraubenlinie, in
welcher die Fläche sich selbst durchschneidet.
Jede Berührungsebene der Fläche hat die zugehörige Tangente
von b zur Ji-'alllinie und bildet mit TI1 den Winkel ß; wir bezeichnen
deshalb die abwickelbare Schraubenfläche als eine Fläche von gleich-
förmiger Neigung.
Die Inflexionstangenten der SinuBkurve b" bilden den zweiten
scheinbaren Umriß der Fläche.
126. Ziehen wir durch einen beliebigen Punkt Parallelen zu den
Tangenten von b, so entsteht ein gerader Kreiskegel , dessen Achse zu
a parallel ist: der Richtungskegel der abwickelbaren Schrauben-
fläche. Beide Flächen haben in entsprechenden Mantellinien parallele
Berührungsebenen.
..A.. ufga be. Die l~igenschattengrenze d~r a bwickelb~re.n
Schraubenfläche zu konstruieren, welche dIe SchraubenlInIe
b zur Rückkehrkurve hat (Fig. 14). Bei jeder abwickelbaren
Fläch e besteh t die Eigenschattengrenze aus Mantellil~i~n;
denn ist Pein Punkt der Eigenschattengrenze auf der Mantelhnle t
und g der durch P gehende Lichtstrahl, so berührt die }:bene (t, g)
die Fläche in allen Punkten von t.
. Die Eigenschattengrenzen der abwickelbarell Schra~bel1fläc~e und
Ihres Richtungskegels sind einander parallel. KonstrUIeren WIr den
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Richtungskegel über dem Grundkreise k, so ist S seine Spitze, und die
Grenzlinien seines Eigenschattens gehen nach den Berührungspunkten
Fund G der Tangenten aus Sk an k. Dann erhalten wir die Grundriß-
projektion der Eigenschattengrenze ·unserer Schraubenßäche, indem
wir parallel zu AoF und AoG an k .diejenigen Tangenten ziehen, denen
auf der Schraubenfläche Mantellinien entsprechen, die selbst wieder zu
S Fund S G parallel sind.
127. Bei der Abwickelung der Schraubenfläche ändert sich
weder das- Bogenelement d s der Rückkehrkurve b, noch der Winkel
d t{T zwischen zwei aufeinander folgenden Elementen von b, also auch
nicht der Krümmungsradius Q = :;. Die Rückkehrkurve ver-
wandelt sich also in einen Kreisbogen vom Radius (J. Für
einen vollen Schraubengang ist die Bogenlänge B oB s gleich der Hypo-
tenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit den liatheten 2 Tl r und ~~, .
oder === 2. B~ J" in Fig. 14. Die Spurevolvente e verwandelt sich in
die Evolvente des Kreisbogens.
Die S ch rau ben f I ä ch e n 1mall gern ein e n.,
128. Eine Schraubenfläche entsteht durch Schraubung
einer unveränderlichen Kurve um eine Achse. Jede Schrauben-
fläche ist in sich selbst verschiebbar. Als Erzeugende kann jede
Kurve betrachtet werden, die alle koaxialen Schraubenlinien der Fläche
schneidet. Die ebenen Schnitte der Fläche, welche die Achse enthalten,
heißen Meridiankurven (Profilkurven); diejenigen, welche auf der
Achse senkrecht stehen ,werden als Normalkurven (Basiskurven)
bezeichnet. Die Meridiankurven sowohl, wie die Normalkurven gehen
durch Schraubung ineinander über, sind also unter sich kongruent.
Ist von einer Schraubenfläche die Achse a .L TIl' die f~rzeugende
c (c', e"), sowie die Ganghöhe () und der Sinn der Schraubung gegeben,
so erhalten wir die zu 112 parallele Meridiankurve mo, indem wir ver-
schiedene Punkte P, Q . . . von e der Reihe nach geschraubt denken,
bis sie in die betrachtete lVleridianebene gelangen. Bezeichnen wir mit
Po die neue Lage des Punktes P, so ist a' Po I1 x und === a' P'. und die
Entfernung des Punktes p~ von der durch ]J" gehenden Horizontalen
verhält sich zu ~ wie L P' (/ Po zu 3600. Wir werden daher die
Grundrißprojektionen von P, Q . . . zweckmäßig so wählen, daß die
Winkel zwischen den Geraden a' Po, a' P', a' Q' ... einfache Bruchteile
von 3600 betragen. - Um die in der Ebene N liegende Normalkurve
n zu ermitteln, bestimmen wir von den Schraubenlinien der Punkte
P, Q .... ihre Schnittpunkte PI' Ql ... mit N. Dann ist a' P~ === a'P',
und der Winkel P~ a' P' verhält sich zu 3600 wie der Abstand des
Punktes P" von N" zu {J. Bei dieser Konstruktion ist es also vorteil-
haft, wenn die Entfernungen der Punkte P", Q" ... von der Geraden
N" zur Ganghöhe {) in einem einfachen Verhältnis stehen. - Der erste
wahre Umriß der Fläche wird von den Schraubenlinien derjenigen
Punkte von mo gebildet, deren.l'angenten 11 a sind. Der zweite Umriß
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ist der Ort solcher Punkte des geschraubten NormalschnittCjs, deren
l'angenten auf Tl2 senkrecht stehen.
Die Berührungsebene T der Schraubenfläche in einem Punkte B
derselben ist bestimmt durch die Tangente an die durch B gehende
Erzeugende, sowie durch die Tangente an die Schraubenlinie b, die der
Punkt B bei der :Entstehung' der Fläche beschreibt. Durch Schrau-
bung von T erhalten wir eine abwickelbare Schraubenfläche,
welche die gegebene Fläche in allen Punkten von b berührt. Sie ge-
stattet dieselbe konstruktive Verwendung, wie die Parallelkreisberüh-
rungskegel einer Umdrehungsfiäche.
129. Eine Regelschraubenfläche entsteht durch Schraubung
einer Geraden. Der Punkt der Erzeugenden, welcher 'der Achse am
nächsten liegt, beschreibt die Keh ls ehra u ben I i nie. Die Fläche ist
abwickelbar, wenn die Erzeugende die Kehlschraubenlinie berührt;
anderenfalls ist sie windschief. Bezeichnen wir mit y den Neigungs-
winkel der-Erzeugenden gegen eine zur Achse senkrechte Ebene, mit
t ihren kürzesten Abstand von der Achse, mit ~ die Ganghöhe der
Schraubung, so besteht im Falle einer abwickelbaren Schraubenfläche
die Beziehung: () == 2 n t fan y.
Eine Regelschraubenfläche heißt gerade oder schief, je nachdem
die Erzeugende rechtwinklig oder schief gegen die Achse gerichtet ist,
und sie heißt geschlossen oder offen, je nachdem die Erzeugende
die Achse schneidet oder nicht schneidet.
130. Die- Xormalkurve der schiefen Regelschrauben-
fläche. Wir gehen aus von der abwickelbaren Schraubenfläche, die
durch Schraubung der Geraden t um die vertikale Achse a entsteht.
Die Strecke AB, welche den kürzesten Abstand der beiden Geraden
darstellt, bestimmt den Berührungspunkt B von t mit der I{ückkehr-
kurve b. Sei ferner T der Schnittpunkt von t mit TI}, k der Grund-
kreis von b, der AB zum Radius hat; dann berührt die GrundriJ~­
projektion B'T von t den Kreis k in B'. Ziehen wir noch durch A und
durch einen beliebigen Punkt C von AB die Geraden u und v 11 t und
verstehen unter U und V ihre Schnittpunkte mit TI1, 80 ist UTV# A11C
und 1. B' T.
Wir lassen nun 'u und v an der Schraubenbewegung teilnehmen,
welche t ausführt. Dann erzeugt u eine schiefe geschlossene, v eine
s~hiefe offene Regelschraubenfläcbe, und ~ir erhalten die in TI1 .lie~enden
Normalkurven aller drei Flächen als dIe Bahnen, welche dIe I unkte
T, U, V in Verbindung mit der auf k rollenden Tangente B' '! be-
schreiben. Daraus folgt (119): Die Norm alkurv e ~er schlef.eu
offenen Regelschraubenfläche ist eine allgemei~e Krel~­
evolvente, diejenige der schiefen geschlossenen eIne ar Chl-
m edische Spirale.
131. Die Röhrenschraubenfläche (Serpentine) ist die Ein-
hüllende einer geschraubten Kugel. Sie wird von ieder _~Lage der
Kugel in eineIn Hauptkreise berührt, dessen Ebene auf der Schrauben-
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linie b des Kugelmittelpunktes B senkrecht steht (C ha r akt e r ist i k
der Fläche). Ist die Achse der :F'läche .1 Tll' so ergibt sich als zweiter
scheinbarer Umriß eine Parallelkurve zur Sinuskurve b".
Meridian- und Normalkurve der Fläche werden am einfachsten als
die Einhüllenden der Kreise konstruiert, in denen die betreffende Ebene
eine Reihe von Lagen der erzeugenden Kugel schneidet.
Eigenschattengrenzen 1).
t'
e'
132. Eine rechtsgängige Schraubenfläche sei gegeben durch ihre
. Achse a.l 111, Ganghöhe ~ und eine beliebige Lage der Erzeugenden c.
Fig. 16 zeigt nur den Grundriß ; dabei bedeutet A o den Schnittpunkt
von a mit 111• Machen wir auf a die Strecke Al) S gleich der redu-
zierten Ganghöhe l und bezeichnen mit Sh den ersten Spurpunkt2n
des durch S gehenden Lichtstrahles l, so ist durch Angabe von S die
Lichtrichtung bestimmt.
Der Kreis k' um A o sei die Grundrißprojektion irgend einer
Schraubenlinie k der Fläche; wir stellen uns die Aufgabe, die auf k
Fig. 16. befindlichen Punkte der Eigen-
schattengrenze s zu konstruieren.
Der Schnittpunkt P von c und k
würde der Kurve sangehören,
wenn seine Berührungsebene T,
die durch die Tangenten e und t
von c und k bestimmt ist, zu 1
parallel wäre, oder mit anderen
e' Worten, wenn die durch S I1 T
gelegte Ebene TI den Strahl 1
enthielte. Um Tl zu bestimmen,
ziehen wir durch SParallelen zu
e und t. Die erste schneide TI1
in EI (AoEl 11 e'); die Grundriß-
spur Tl der zweiten liegt auf dem Kreise k' (AoTl 11 t'). Dann ist
EI Tl die Grundrißspur von Tl , die durch Sk gehen muß. wenn sich
der Punkt P auf der }1:igenschattengrenze s befinden soll. Gegenwärtig
ist dies nicht der Fall; verstehen wir jedoch unter GI und H I die
Schnittpunkte von EI Tl mit dem Kreise i, der A o zum Mittelpunkte
und Ao Bk zum Radius hat, so bedarf es nur einer rechtsgängigen
Schraubung'um L GjAOSh oder um L H1ÄOSh, um den Punkt P auf
die Kurve s zu bringen. Machen wir daher L P' Ä oQ' === L GI AoSlt
und L P' Ä oB' == L HI Ä oSh' 80 erhalten wir auf k' zwei Punkte Q'
und B' von s'. .
133. Um die gefundene Konstruktion noch zu vereinfachen, defi-
nieren wir als Pol einer beliebigen Geraden m des Raumes denjenigen
Punk.t M von TI" den wir erhalten, wenn wir die Gerade 8.3[1 11 m bis
TII zIehen und den Punkt ~ um Ä o im Sinne der aufwärts gehenden
1) Vergi. Rohn u. Papperitz 11, S. 86.
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Schraubenbewegung (in Fig. 16 also entgegengesetzt dem Sinne des
Uhrzeigers) um 900 drehen. Konstruieren wir in dieser Weise in
Fig. 16 zu den Geraden e, t, l die Pole E, T, L, so fällt T mit P' zu-
sammen und L liegt auf dem Kreise i. Dann ergibt sich auf Grund der
vorhergehenden Darlegungen die Regel: Um auf einer Schrauben-
linie k der Fläche die Punkte der Eigenschattengrenze s
zu finden, ziehe man in einem beliebigen Punkte P von k die
'rangente e der Erzeugenden c und bestimme in TI! ihren Pol
E, sowie den Pol E des Lichtstrahles l. Ferner zeichne man
in TI! den mi t k' konzen trischen Kreis i durch L. Schn eidet
die Gerade P' E den Kreis i in G und H, so geht P durch
Schraubung um L GAoL oder L HAoL in die Punkte Q und
R von s über.
Geht die Gerade EP' durch L, so ist P selbst ein Punkt
der Kurve s.
134. Ist c die Normalkurve der betrachteten Schraubenfläche,
so tritt an die Stelle von E der unendlich ferne Punkt des Lotes von
Jl0 auf e', und die Gerade E ])' wird zur Normale von e' in P'. Dann
folgt aus dem letzten Satze in 133: I)ie Grundrißprojektion s'
der Eigenschattengrenze ist .der Ort derjenigen Punkte der
ersten Projektionen der Normalkurven, deren Normalen
durch den Punkt L gehen.
Bei der geraden geschlossenen Regelschraubenfläche wird
hiernach die Kurve s' von den J1"ußpunkten der Lote gebildet. die von
L auf die Grundrißprojektionen der Erzeugenden gefällt werden; sie
ist also ein Kr eis vom Durchmesser AoL. Da jener Fußpunkt den
Kreis s' einmal vollständig durchläuft, während die Grundrißprojektion
der Erzeugenden um Ä o eine halbe Umdrehung ausf'ührt, so erhalten
wir als Eigenschattengrenze s eine Schraubenlinie von der Gang-
h ··h ~o e-·
. 2
135. Bei der schiefen offenen Regelschraubenfläche fällt
für jeden Punkt einer Erzeugenden die Tangente e mit dieser l~:r­
zeugenden zusammen, und die Punkte E! und E liegen für alle
~~rzeugenden auf einem Kreise f um Ao• Um also für eine beliebige
Erzeugende e den Punkt ]) zu konstruieren, den sie mit s gemein hat,
ziehen wir (in ~enau bestimmtem Sinne) die Gerade AoE J. e' bis f
und schneiden e' mit LE in I)'.
Anwendung auf die scharfgängige Schraube. In Fig. 17
(a. f. S.) .ist in der zu TI2 parallelen Meridianebene das gleichschenkl~ge
IJreieck B oCo Do gegeben, dessen B~sis Co Dozur Ach.se a parallel .~st.
Dasselbe erzeugt durch rechtsgängIge Schraubung mIt der ~ang~ohe{) == Co Do den Gewindeteil der Schraube, der also von zweI schIefen
geschlossenen Regelschraubenflächen begrenzt wird. Um für die von
der Strecke Bo Co beschriebene Fläche die' I~jgenschattengrenze s zu
konstruieren I machen wir auf a" die Strecke A~ S" = 2{):n; und be-
Müll er, Darstellende Geometrie. 5
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stimmen wie früher die Punkte Sh und L. Wir ziehen ferner S" R"
11 B~ C~ bis X und beschreiben in Tl} um A o mit A~R" den Kreis f.
Ist nun e' die Grundrißprojektion einer beliebigen Erzeugenden c, E l der
Schnittpunkt von f mit der Verlängerung von e' über Ao, so erhalten
Fig. 17. wir auf f den Pol E
durch Vierteldrehung
von A 0 E l entgegen-
Ia/' gesetzt dem Sinne
I des Uhrzei~ers, und
I dann bestimmt die
I Gerade L E auf c'
I den Punkt p' von s'.
I Ziehen wir umgekehrt
I zuerst durch Leine
S"~~ ~" beliebige Gerade g,
----.::'------------"......lI"~~--:c die f in P; und 1 1.A.'~ R" ,Si. schneidet, so finden
wir auf ihr zwei
Punkte von s', näm-
lich ihre Schnitt-
punkte 1)' und Q'
mit den Loten in At)
zu AoPJ. und A oF.
Berührt g den Kreis
j, so liegen P' und
Q' beide unendlich
fern, d. h. die Tangen-
ten aus L an j sind
Asymptoten von s'.
Gegenwärtig kommt
nur der 'feil von s' in
Betracht, den die um
A o durch B'o und Co
beschriebenen Kreise
einschließen, und
dieser kann durch die
Asymptoten angenähert ersetzt werden. Die Kurve s' hat in Ao
einen Selbstberührungspunkt und in L einen Doppelpunkt, wie sich
sofort ergibt, wenn die Gerade g durch Ao, bezw. durch die F:ndpunkte
des auf AoL senkrechten Durchmessers von f gezogen wird.
IX. Windschiefe Flächen.
186. Nach 75 verstehen wir unter einer Regelfläche eine solche
Fläche, die durch Bewegung einer Geraden erzeugt wird. Um das
Gesetz dieser Bewegung in jedem einzelnen Falle festzulegen, schreiben
wir am einfachsten drei bestimmte Leitkurven 11 , l2' 19 vor, welche
die Erzeugende best.ändig schneiden soll. Dann erhalten wir nämlich
die durch irgend einen Punkt Al von 71 gehenden Erzeugenden ale die
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gemeinschaftlichen Mantellinien der beiden Kegelflächen , die Al zur
Spitze und 72 bezw. l;{ zu Leitkufven haben. I)ie so entstehende
Regelfläche ist im allgemeinen windschief; denn sollten zwei unend-
lich benachbarte Erzeugende, welche mit 11 , 12 , l:~ bezw. die Punkte
Al, A 2 , A 3 und BI' B 2 , B 3 gemein haben, einander schneiden, so
müßten die Geraden A I B 1 , A 2 B 2 , A 3 B 3 , d. h. die Tangenten der drei
Leitkurven in Al, .A2, A~, in einer und derselben Ebene liegen. I>ies
wird im allgemeinen' nicht der Fall sein; ereignet es sich für ge wiss e
Lagen der Fxzeugenden, so besitzt die Fläche in einer solchen :Er-
zeugenden ein ebenes Flächenelement, und findet es bei besonderer
Auswahl der Leitkurven für all e Erzeugenden statt, so ist die Fläche
a bwickel bar.
137. Verzeichnen wir auf irgend einer windschiefen Fläche eine
Reihe von unendlich dicht aufeinander folgenden Erzeugenden e, f, g,
h, i ... und legen durch eine derselben, etwa g, eine beliebige Ebene
T, so schneidet diese die Fläche in einer Kurve s, die durch die unend-
lich benachbarten Schnittpunkte E, F, 11, J von T mit e, .l, h, i hin-
durchgeht. I>ie Kurve s wird zwischen Fund H von der Geraden g
in einem Ilunkte G getroffen, und dann ist G ein Knotenpunkt der
vollständigen, aus g und s bestehenden Schnittkurve, welche T mit der
Fläche gemein hat (vergl. 105, 108). Die Ebene T berührt demnach
die Fläche in dem (hyperbolischen) Punkte G, und das Analoge gilt
offenbar von jeder anderen, durch eine Erzeugende gelegten Ebene.
Eine eingehendere Untersuchung der Eigenschaften dieser Be-
rührungsebenen würde die Verwendung der Geometrie der Lage er-
fordern, die wir hier nicht als bekannt voraussetzen dürfen.
Bei den Aufgaben über ebene Schnitte, Durchdringungen u. s. w.
bedienen wir uns naturgemäß stets der Erzeugenden der Fläche.
Ebenso können wir die Eigenschattengrenze nach der Methode der
projizierenden Ebenen (99) wenigstens angenähert ermitteln. Genauere
!(oDstruktionen liefert wieder die Geometrie der Lage.
138. Je nachdem sich unter den drei zur Bestimmung der Fläche
erforderlichen Leitkurven gerade Linien befinden oder nicht, können
wir vi e r Arten von windschiefen Flächen unterscheiden.
a) Sind alle drei Leitlinien gp-rade und sämtlich windschief
zu einander, so bezeichnen wir die Fläche als ein einschaliges Hyper-
bol 0 i d. Wir konstruieren sie am einfachsten, indem wir durch die
Leitgerade 11 ein Ebenenbüschel legen und die Schnittpunkte jeder
einzelnen Ebene Init 72 und 13 bestimmen; ihre Verbindungslinie ist
eine Erzeugende der Fläche. Durch jeden Punkt Al von 11 geht eine
Erzeugende, nämlich die Schnittlinie der Ebenen A 1 12 und .Atl;).
Die vorliegende Fläche, deren weiter~ B~handlung wir. gleich-
falls in die Geometrie der Lage verweisen, 1st eIne Verallg~meIne~ung
des früher betrachteten einschaliO'en UmdrehungshyperboloIds. EInen
zweiten, technisch wichtigen So~derfall bild?t das h y p.e r b.o I i s ehe
Par abo I 0 i d, das sich ergibt, wenn die eIne der dreI Leitgera?en
unendlich fern ist, also durch eine Richtungsebene ersetzt WIrd,
5*
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zu der die sämtlichen Erzeugenden parallel sind. Dann schneiden diese
die beiden endlichen Leitgeraden ,n ä h nl ich en Punktreihen.
139. Durch das windschiefe Viereck ,AB CD ist ein hyperbolisches
Paraboloid bestimmt, welches AB und CD zu Leitgeraden, B C und
A D zu Erzeugenden hat. Bilden wir nämlich das Parallelogramm
.Li D CE, so sind die sämtlichen Erzeugenden der Fläche zur Ebene
B CE 'parallel; ziehen wir also durch einen beliebigen Punkt K von
AE die Geraden KF 11 EB und KG 11 EC bezw. bis AB und CD,
so ist F G eine solche Erzeugende. Wir können aber durch dasselbe
Viereck ein zweites hyperbolisches Paraboloid legen, indem wir B C
und AD als Leitgeraden, AB und CD als Erzeugende und die Ebene
A BE als Richtungsebene auffassen; UIn von ihm eine dritte Er-
zeugende H J zu erhalten, ziehen wir durch irgend einen Punkt L von
CE die Geraden LH 11 EE und LJ 11 EA bezw. bis B C und AD.
Die Ebenen F G Kund H J L schneiden sich in einer durch den Punkt
M == G K X J L gehenden Geraden, die zu p~lB parallel ist; sie treffe
F G in N, H J in P. Dann verhält sich
MN GM
KE' GK
und
KF AK
l!~B AE'
also ist
MN EB. GlJf. AKGK. ApJ
Ebenso ergibt sich
MP EB.JM.CL
- JL. CE
und hieraus folgt
MN == MP,
d. h. die Punkte N und P fallen zusammen. Die Erzeugende H J des
zweiten hyperbolischen Paraboloids schneidet also F G und folglich alle
Erzeugenden des ersten; sie liegt demnach ganz auf diesem, und die
heiden Paraboloide decken sich vollständig. Auf dem hyperboli-
schen Paraboloid gibt es also zwei Scharen gerader Linien.
Durch jeden Flächenpunkt gehen zwei G'eraden, nämlich je eine
von jeder Schar. Ihre Ebene berührt die Fläche in dem betrachteten
Punkte (137).
Unter den' Berührungsebenen des hyperbolischen Paraboloids be-
findet sich auch die unendlich ferne Ebene des Raumes; denn diese hat
mit der Fläche die unendlich fernen Geraden der Ebenen AB E und
B CE' gemein· und berührt folglich die Fläche im unendlich fernen
Punkte von B E. - Alle nicht berührenden Ebenen schneiden die
Fläche in Parabeln oder Hyperbeln, je nachdem sie zu B E parallel
sind oder nicht.
140. b) Unter den windschiefen Flächen mit zwei Leitgeraden
sind diejenigen bemerkenswert, bei denen die eine Leitgerade unendlich
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fern, also wieder durch eine Richtungsebene gegeben ist. Wir be-
zeichnen sie als K.onoidflächen und verstehen insbesondere unter
einem ger ade n Konoid ein solches, dessen endliche Leitgerade auf
der Richtungsebene senkrecht steht.
I)arstellu ng eines geraden Kreisko noids, das durch die
vertikale Leitgerade l und den in TI2 liegenden Kreis k bestimmt ist.
Den Endpunkten A und B des vertikalen, sowie C und D des horizon-
talen Iireisdurchmessers entsprechen vier ebene FJächenelemente A G,
B H, CE, D E mit horizontalen bezw. durch l gehenden Berührungs-
ebenen. I)ie Gerade l bildet von G bis H eine D 0 pp e 11 i nie der
Fläche. - Wie man leicht beweist, schneidet jede zu TI2 parallele
Ebene das Konoid in einer Ellipse
Zu den Konoidflächen gehört auch die gerade geschlossene
Regelschraubenfläche.
141. c) Von windschiefen Flächen mit einer Leitgeraden er-
wähnen wir die folgenden drei:
1. I)ie Wölbfläche des schrägen Durchganges hat zu Leit-
linien zwei parallel gestellte, gleich große Kreise kl und k 2 und eine
zu den ]~~benen dieser Kreise senkrechte Gerade l durch den Mittel-
. punkt 0 der Verbindungslinie der beiden Kreismittelpunkte 1JII und
1J12• Wir wählen k1 in TT2 und 1JII lJI2 11 TI l und konstruieren die
Fläche mit Hilfe eines Ebenenbüschels durch l. Eine Ebene desselben
schneide k1 in PI und QJ' k'l in P2 und Q2' so daß MI PI IllJ/2 Q2 und
MI Ql 111J!l2P2 ist; dann sind die zu einander parallelen Geraden PI I)2
und QI Q"l zwei Erzeugende der Fläche, während die Verbindungslinien
Pt Q2 und QI P2 einem schiefen Kreiskegel mit 0 als Mittelpunkt an-
gehören.
2. Das Zylindroid. Wir schneiden einen l(reiszylinder mit den
Ebenen E und EI in den Ellipsen e und el und bezeichnen als ent-
sprechend je zwei Punkte von e und el , die, wie z. B. die Punkte 1)
und PI' auf derselben Mantellinie liegen. Verschieben wir die :Ellipse e
parallel zur Schnittlinie g von E und EI um eine beliebige Strecke ])1)2
in die neue Lage e2' so bilden die Geraden, welche die Punkte von C2
mit den entsprechenden Punkten von el verbinden, ein Zylindroid.
!)ieses hat zur Leitgeraden die unendlich ferne Gerade der Ebene
1) PI P2•
3. I) i e sc h i e f e ge schI 0 ssen e Re gel s chI' a uhe n fIä ch e.
d) Eine windschiefe Fläche 0 hn e gerade Leitlinien ist z. B. die
schiefe offene Regelschra u ber fläche.
x. Grundzüge der Beleuchtungslehre.
142. Den früher ausgeführten Schattenkonstruktion?n lag die Ab-
sicht zu Grunde, die Anschaulichkeit der durch ProjektIon erhaltenen
Bilder durch Wiedergabe der Beleuchtungsverhäl.tnisse zu e.rhö~en.
Wir erreichen diesen Zweck auf vollkommenere Welse, wenn Wir nIcht
Dur die Grenzlinien zwischen Licht und Schatten, sondern auch die
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Abstufung der Helligkeit auf den beleuchteten Oberflächellteilen
zur Darstellung bringen. Dabei betrachten wir ausschließlich den
Fall der Parallelbeleuchtung. Dann ist die Beleuchtung s-
stärke eines (ebenen) F lächenelem en tes proportional dem
Kosinus des Winkels, den die Flächennormale mit der Licht-
richtung bildet. Bezeichnen wir diesen Einfallswinkel mit A und
setzen die Beleuchtungsstärke einer zur Lichtrichtung senkrechten
Ebene === 1, so ist diejenige des betrachteten Flächenelementes === cos A.
- Wir nehmen ferner an, die Oberfläche des beleuchteten Körpers sei
vollkommen m at t (nicht poliert), so daß sie an jeder Stelle das ein-
fallende Licht nach allen Richtungen hin zerstreut und nicht in be-
stimmter Richtung reflektiert. In diesem Falle ist die Helligkeit, in
welcher ein Oberflächenelement unserem Auge erscheint, unabhängig
von der Sehrichtung, also gleich seiner Beleuchtungsstärke cos A.
143. Die Helligkeit einer Ebene ist überall dieselbe.
Auf einer krummen Oberfläche bilden alle Punkte von bestimlnter
Helligkeit eine gewisse Kurve, welche Lichtgleiche (Isophote) ge-
nannt wird. - Die Lichtgleichen einer abwickelbaren Fläche sind
ihre Erzeugenden.
Die Darstellung der Helligkeitsverteilung im Bilde einer krummen
Fläche erfolgt durch Auftragen verschiedener }4'arbentöne. Um hierfür
eine geometrische Grundlage zu gewinnen, konstruieren wir zunächst
eine Anzahl von Lichtgleichen , etwa diejenigen sechs, welche den
4 ;.) 2 1
Werten cos A == 1 ---- --- - --- 0 entsprechen Wir bezeichnen sie
, 5' 5' 5' 5' ·
mit den Zahlen 0, 1 ... 5, indem wir durch jede Zahl den Dunkel-
heitsgrad ausdrücken, der zwischen der betreffenden Lichtgleiche und
der nächstfolgenden durch Tuschlagen hervorzubringen ist. Auf einer
nicht abwickelbaren Fläche gibt es im allgemeinen nur einzelne Punkte
von der Helligkeit 1 (Helligkeitspole); die Helligkeit 0 kommt dem
im Eigenschatten befindlichen Flächenteile zu. Wir können auch
für diesen Teil, entsprechend den Kosinuswerten~-, -~?- ... , eine Reihe
f.> 5
von Kurven gleicher Neigung der Flächennormale gegen den Lichtstrahl
konstruieren. UIn ihnen eine physische Bedeutung unterzulegen, macht
man zuweilen die - allerdings ganz willkürliche - Annahme, das
von der Luft und von den umgebenden Flächen in den Schattenraum
hinein zerstreute Licht sei dem direkt einfallenden genau entgegen-
gesetzt und von halb so großer Intensität wie jenes. Dann sind die
eben erwähnten Kurven Orte gleicher Abnahme der I>unkelheit um je
eine halbe Stufe.
144. Für die Darstellung der I-Ielligkeit auf den meisten tech-
nischen Objekten bildet die Beleuchtung der K u gel eine bequeme
Grundlage.
Die Lichtgleichen der Kugel sind Kreise, deren Ebenen
auf der Lichtrichtung senkrecht stehen. Ist l der durch den
Kugelmittelpunkt ]/1 gehende Lichtstrahl, 0 der auf ihm liegende
Helligkeitspol , so erhalten wir die Mittelpunkte Mt ... M4: der mit
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1 · · . 4 bezeichneten Lichtgleichen durch Teilung der Strecke 0.111. in
fünf g~eiche Teile; denn für alle Punkte des Kugelkreises, dessen Ebene
z. B. In ·J1"s auf 1 senkrecht steht, bilden die zugehörigen Flächen-
normalen , d. h. die Kugelradien, mit 1 einen Winkel, dessen Kosinus
gleich ist 1113 M, dividiert durch den Kugelradius, d. i. == !.[)
Um die (irundrißprojektion der Kreise 1, 2 . . . zu konstruieren,
drehen wir den Hauptkreis i, den die erste projizierende Ebene von 1
aus der Kugel schneidet, um seinen horizontalen I)urchmesser, bis er
mit dem ersten wahren Umriß u der Kugel zusammenfällt. Dabei
gelangt ein beliebiger Punkt L von 1 nach LO und 1 nach lO (L'Lo'.1l'
und == L"Lx - 1I{"Mx). Die Gerade lO' schneidet iO' === u' in 00';
. durch Einteilung- von 0°' M' ergeben sich die Punkte M?', Mg' ...
Ziehen wir in iO' durch 1l13' die Sehne cg' D3' 1. lO', so ist cg Dg die
Umlegung des in -i liegenden Durchmessers des Kreises 3, und wir
erhalten als Grundrißprojektion von 3 eine Ellipse 3' mit der großen
Achse .i13B~ == C~'D3' und der kleinen Achse CsD~. Mit dem Umriß
u hat der Kreis 3 zwei Punkte Ts , lJ.3 gemein; wir finden sie auf der
Schnittlinie der Ebenen beider Kreise, die im Schnittpunkte Es von
Os Ds mit dem horizontalen Durchmesser von i auf diesem senkrecht
steht (.JJg == l' x (J~'ng', 1~ [la 1. l').
Die Ellipsen 1', 2' ... sind einander ähnlich in paralleler Lage. -
Die Aufrißprojektion 3" wird aus 3' in bekannter Weise konstruiert
(69); für Licht in der Richtung der Würfeldiagonale sind 3' und 3"
kongruent.
145. Mit Hilfe der bereits gezeichneten Lichtgleichen einer Kugel
konstruieren wir für dieselbe Lichtrichtung die Lichtgleichen einer
beliebigen Um d reh u n g s fl ä c h e mit vertikaler Achse a und dem
Umrißmeridian m: Um für den Parallelkreis p, dessen Aufrißprojektion
die Strecke P" Q" ist, die Lichtgleichenpunkte zu bestimmen, ziehen
wir an m" die Tangente I-l" S" bis a" und parallel zu ihr an den
zweiten scheinbaren Umriß der Kugel die Tangente $"~" bis zur
Aufrißprojektion des vertikalen Kugeldurchmessers , ferner durch den
Berührungspunkt ~" die Gerade $" D" als Aufriß eines horizontalen
Kugelkreises ~. Dann haben Kugel und Umdrehungsfläche in je zwei
Punkten von ~ und p, deren Verbindungslinien bezw. mit e; und S
einander parallel sind, parallele Berührungsebenen und folglich gleiche
Helligkeit. Wir brauchen deInnach nur zu den Schnittpunkten von ~
mit den Kugellichtgleichen die entsprechenden Punkte auf p zu er-
mitteln.
146. Auch die Helligkeit einer ebenen Fläche ist leicht zu be-
stilnmen, sobald für irgend eine Hilfskugel die Lichtgleichen konstruiert
sind. Sei E eine beliebige Ebene mit der Grundrißspur el und dem
ersten NeiO'ungswinkel Cb feine Falllinie von E, /0 ihre Umlegung um
j' in TI! (J' 1. e1 , Lf'fo == Cl). Um auf der Hilfskugel denjenigen
Punkt zu ermitteln, der dieselbe Helligkeit besitzt wie E, fällen wir
vom Kugelmittelpunkte M auf E ein Lot n (n' 1. e1) un~ bestimmen
. seinen Schnittpunkt 1) mit der beleuchteten Halbkugel. [he erste pro-
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jizierende Ebene von n schneidet die Kugel in einem Hauptkreise k,
den wir um seinen horizontalen Durchmesser in den horizontalen
Hauptkreis u umlegen. Ziehen wir dann M' p~ 1. 10 bis k'o == u', so
ist P' der Fußpunkt des Lotes von p~ auf n'.
XI. Kotierte Projektion und topographische Flächen
(Grundbegriffe).
147. Wir können die Lage eines Punktes P im Raume bestimmen
durch .seine senkrechte Projektion P' auf eine horizontale Ebene TI
(Vergleichse bene) und eine Höhenzahl (Kote), welche seine Ent-
fernung von dieser Ebene angibt. Der Zeichnung ist immer ein Maß- ,
stab beizufügen, und die Koten der unterhalb TI liegenden Punkte sind
mit negativem V9rzeichen zu versehen.
Eine gerade Linie ist hiernach bestimmt durch die Projektionen
und die Koten (== die kotierten Projektionen) von zwei ihrer Punkte.
Sind auf der Projektion der Geraden die }lunkte mit ganzzahligen
Koten angegeben, so sagen wir, die Gerade sei graduiert. Der Ab-
stand der Projektionen zweier Punkte der Geraden, deren Kotendifferenz
=== 1 ist, heißt das Intervall der Geraden.
Um die Verbindungslinie der Punkte P (5,7) und Q (8,5) zu
graduieren, konstruieren wir die Umlegung der Geraden in die durch
P gehende Horizontalebene und die Umlegungen der Punkte, deren
Entfernungen von dieser Ebene == 0,3 und 1,3 sind.
Zur Darstellung einer E ben e genügt die Angabe einer graduierten
Falllinie (Gefällemaßstab, durch eine Doppelliinie bezeichnet).
Um die Schnittlin"ie zweier Ebenen zu konstruieren, ermitteln wir
die Schnittpu~kte zweier Paare von Hauptlinien mit gleichen Koten.
148. Unter einer topographischen Fläche (Terrainfläche)
verstehen wir einen begrenzten rreil der Erdoberfläche, der so klein
angenommen wird, daß die Richtung der Schwerkraft in den einzelnen
Flächenpunkten keine merklichen Unterschiede aufweist. Denken wir
uns die Meeresoberfläche unter dem Festlande fortgesetzt, so dürfen
wir das Stück derselben, das unter jener topographischen Fläche liegt,
als eine horizontale Ebene ansehen. Wir bestimmen dann die Punkte
der topographischen Fläche durch ihre kotierten Projektionen in Bezug
auf diese Ebene.
Nehlnen wir, von der Vergleichsebene ausgehepd, in gleichen Ab-
ständen eine Reihe von Horizontalebenen an, so schneiden diese die
topographische Fläche in sogenannten Niveau- oder Horizontal-
1i nie n, deren 'Projektionen und Koten zur Darstellung der Fläche
benutzt werden. Dabei t.reten als ausgezeichnete Flächenpunkte die-
jenigen hervor, die eine horizontale Berührungsebene besitzen. Wir
bezeichnen sie als Gipfel- bezw. Muldenpunkte, wenn sie von
den umgebenden Niveaulinien rings umsohlossen werden, also höher
bezw. tiefer liegen als alle Nachbarpunkte, dagegen als Sattel- oder
Jochpunkte, wenn die zugehörige .Berührungsebene die Fläche in
einer Kurve schneidet, die im Berührungspunkte einen Knotenpunkt.
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hat. Im ersten Falle handelt es sich um einen elliptischen, im zweiten
um einen hyperbolischen Flächenpunkt (105).
Durch jeden Punkt der Fläche geht eine Fa 111 i nie oder Li nie
g r ö ß t erN e i gun g, welche die Niveaulinien überall rechtwinklig
schneidet. In jedem Gipfel- oder Muldenpunkte treffen unendlich viele
Falllinien zusammen 1).
XII. Axonometrie.
149. Ax 0 n 0 m etri eist da s Verfa hren, di e- P arallel-
projektion einer Raumfigur aus den Koordinaten ihrer
Pu n k t e zu k 0 n s t ruie re n.
Wir bezeichnen mit TI- die Projektionsebene (Zeichenebene) und
denken uns die Originalfigur gegeben durch die Koordinaten ihrer
Punkte in Bezug auf ein dreiachsiges rechtwinkliges Koordinatensystem
oX YZ in beliebiger Lage im Raume, oder - was auf dasselbe
hinauskommt - durch ihre senkrechten Projektionen auf zwei der Koor-
dinatenebenen Tl1 == X () Y, TI2 == X 0 Z, TI3 == Y 0 Z. Dann finden
wir von irgend einem Originalpunkte P seine (senkrechte oder schiefe)
Projektion .fi auf die Ebene TI durch Abbildung des Koordinaten-
zug es 0 .1)x .1)' 1). lliese Konstruktion ist ohne weiteres ausführbar,
sobald wir die l)rojektionen der drei Koordinatenachsen und für jede
Achsenrichtung das Verhältnis zwischen Originsl- und Bildstrecke
kennen (Verkürzungsverhältnis im Falle senkrechter Projektion).
I)er Punkt P heißt die axonometrische Projektion, das Bild
P' von P' der axonometrische Grundriß von P. Durch Angabe
von P und P' ist der Originalpunkt P bestimmt.
Je nachdem die projizierenden Strahlen auf Tl senkrecht stehen
oder nicht, unterscheiden wir senkrechte und schiefe Axonometrie.
Sen k r e c h t e A x 0 n 0 met r i e.
150. I)ie Lage des Koordinatensystems gegen die Bildebene TI
ist bestimmt, wenn wir die Spurpunkte A, 1J, C der Koordinatenachsen
oX, 0 Y, 0 Z angeben und noch hinzufügen, auf welcher Seite von
TI der Anfangspunkt 0 sich befinden soll. I)ann ist nälnlich 0 der
Schnittpunkt dreier Halbkugeln mit den Durchmessern AB, Be, CA.
- Das Spurendreieck ABC hat immer. drei spitze Winkel.
Aufgabe. Die Achsenprojektionen und.d..ie Verkürzungs-
verhältnisse zu ermitteln, wenn das Sp-urendreieck ABC
gegeben ist. I>ie Höhenlinien des Spurendreiecks sind die Achsen-
projektionen. - Irm den zweiten Teil der Aufgabe zu lösen, Buchen
wir die wahren Längen der Achsenabschllitte 0 A, 0 B, 0 C. I)ie pro-
jizierende Ebene von 0 C schneidet die Ebene A 0 B in der Falllinie
oJ (J - .A B X i5C). Legen wir das rechtwinklige Dreieck CO J,
1) Näheres siehe Wien er 11, S. 388, sowie Rohn und Papperitz 11,
S. 324.
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das die Projektion 0 von 0 zum Höhenfußpunkte hat, um CJ in TI
um, so gelangt 0 nach 0 0 auf dem Halbkreise über CJ (0 0 0 J. CJ).
Machen wir noch auf (5 C die Strecken (5.Ao == U.A, (5B o ==- (5 B, .so
ist OA == OoAo, OB == OoBo, und die von den Geraden 0oAo, OoBo,
0 0 C mit 00 gebildeten Winkel sind gleich den Tafelneigungen (J" ß,
'Y der Achsen 0 X, 0 Y, 0 Z. Dann entsprechen diesen Achsen die
Verkürzungsverhältnisse
OAo OBo 00
J.. = cos a = 0
0
A
o
' 1'" = cos ß = 0
0
B
o
' V = cos 'Y = 0
0
G ·
Statt des Spurendreiecks können auch die Achsenprojektionen
gegeben werden, d. h. drei von einem Punkte ausgehende Geraden,
die drei stumpfe oder einen stumpfen und zwei spitze Winkel ein-
schließen. Dann bleibt nur die Entfernung des Koordinatenanfangs-
punktes von der Bildebene noch unbestimmt; denn man kann jedes
Dreieck, das jene Geraden zu Höhenlinien hat, als Spurendreieck be-
trachten.
151. Die Gerade 0 i5 bildet mit den drei Koordinatenachsen die
Winkel 900 - rx u. s. w. Da die Summe der Quadrate der drei
Richtungscosinus einer Geraden === 1 ist, 80 folgt
cos2rx + cos2ß + cos2'Y = 2
oder
A2 + p,2 + v 2 == 2 1)
Hierbei ist jede der drei Zahlen l, p" v <1. Wäre z. B. v == 1, also
die z·Achse 11 11, so würden die Projektionen der beiden anderen Achsen
zusammenfallen - eine Annahme, die überaus unschöne Bilder liefert,
u~d die wir deshalb von der weiteren Betrachtung ausschließen
(Ubereckprojektion). Für v < 1 folgt aus 1), daß l2 + p,2 > 1
ist; es ist also um so mehr
2)
Verstehen wir unter Verhältniszahlen irgend drei Zahlen 1, m,
n, die sich wie die Verkürzungsverhältnisse A, p" v verhalten (oder wie
die Projektionen der .Kanten eines in der Koordinatenecke liegenden
Würfels), so gibt es immer eine Strecke k, die, in den drei l\:oor-
dinatenachsen aufgetragen, Projektionen liefert von den Längen l,
'm, n. Du,
l
l == k'
m
p,= k'
n
v == k 3)
ist, so erhalten wir zur Bestimmung von k aus 1) die Gleichung
2 k2 == l"! + m2 + n2 • 4)
Zwischen den Zahlen l, 1n, n bestehen nach 2) drei Ungleichungen
von der Form
l2 + m2 > n2;
d. h. die Summe der Quadrate zweier Verhältniszahlen ist
immer größer als das Quadrat der dritten.
75
Nach der Beschaffenheit der Verhältniszahlen unterscheiden wir
drei Arten von senkrechter Axonometrie:
1. isometrische Proiektion, wenn alle drei Verhältniszahlen
einander gleich sind (Spurendreieck gleichseitig);
2. dimetrische Projektion, mit zwei gleichen Verhältnis-
zahlen;
3. trimetrische Projektion, wenn alle drei Verhältniszahlen
verschieden sind.
152. Aufgabe. Die Verkiirzungsverhältnisse und die
Achsenprojektionen zu bestimmen, wenn die Verhältnis-
zahlen l, 'm, n gegeben sind. Wir zeichnen, unter Zugrundelegung
einer beliebigen Längeneinheit, drei Strecken von den Längen l, m, n
und konstruieren die Strecke k gemäß Gleichung 4) als Kathete eines
gleichschenklig r_echtwinkligen Dreiecks, dessen Hypotenuse gleich ist
Vl2 + m2 + nt •
Hierauf machen wir in einer neuen Figur, auf einer beliebigen
Geraden S 11 die Strecken S U == l, S V == m, S W == n, beschreiben
um S mit deIn Radius k einen Kreisbogen und bestimmen seine Schnitt-
punkte X, y, Z mit den I~oten, die in U, ~ W zu STerrichtet sind.
Dann ist L X S T === fIw, L Y S T == ß, L Z S T == y. Machen wir
daher die Strecke SII J. S '11 gleich der willkürlich zu wählenden Ent-
fernung des Koordinatenanfangspunktes 0 von TI und ziehen durch R
zu S '11 eine Parallele, welche die Geraden S X, S Y, S Z, sowie das in
S zu SZ errichtete Lot bezw. in D, E, F, G schneidet, 80 sind RD,
RE, R F gleich den Projektionen der zwischen 0 und TI liegenden
Achsenabschnitte , und R G ist gleich der Pro.lektion der durch 0
gehenden Falllinie der x y - Ebene (vergl. 150). Konstruieren wir dem-
nach in einer dritten Figur über der Kathete (5J == R G nach ent-
gegengesetzten Seiten die rechtwinkligen Dreiecke OJA und (5JB mit
den Hypotenusen DA == RD, OB == RE und verlängern OJ über (5
bis C um I~F, so sind (5 A, (51J, i5C die Projektionen und A, B, ()
die Spuren der x-, y- und z-Achse.
Um von einem Originalpunkte P, der durch seine Koordinaten x,
y, z gegeben ist, die Projektion P zu ermitteln, machen wir auf UA
die Strecke OPx == XCOSfIw und ziehen PxP' == ycosß 11 OB, sowie
p'p == z cos r 11 i5C. l}abei finden wir z. B. die Strecke x cos aals
Radius eines Kreises. dessen Mittelpunkt auf S X liegt und von S um
x entfernt ist, und der die Gerade SR berührt.
Sind die Koordinaten x, y, z durch ihre Maßzahlen gegeben, so
empfiehlt sich die Konstruktion besonderer Verkür zu n g s maß s t ä b e.
Wir zeichnen zunächst den wahren Maßstab tu, projizieren dessen Teil-
punkte aus einem beliebig gewählten Punkte und legen zwischen zwei
Strahlen, die auf ltl die Strecke k begrenzen, parallel zu ltl die Strecken
l, m, n. Auf den so erhaltenen Geraden ~, 1), 3 schneiden die Strahlen
des Strahlenbüschels drei Maßstäbe ein, deren Einheiten gleich sind
der mit cos fIw, cos ß, cos y multiplizierten Einheit von tu.
Fig. 18.
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S chi e f e A x 0 n 0 met r i e.
153. Lassen wir die Projektionsrichtung noch unbestimmt, so
können wir sowohl die Achsenprojektionen als auch die Verhältnis-
zahlen willkürlich annehmen; es gilt nämlich der Satz von Po h 1k e:
Drei Strecken von beliebigen Längen und Richtungen,. die
in einer Ebene von einem Punkte ausgehen, können immer
als die Projektionen dreier gleich langen, in einem Punkte
rechtwinklig zusammenstoßenden Strecken angesehen
werden.
Um diesen Satz zu beweisen, lösen wir zuvor die Aufgabe: Ein
gerades dreiseitiges Prisma durch eine Ebene so zu schnei-
den, daß die entstehende Schnittfigur' einem gegebenen
Dreieck ähnlich wird (Fig. 18). In der Zeichenebene Tl sei AB C
die Grundfläche des Prismas,
A oB C das I)reieck, dem die
Schnittfigur ähnlich werden
soll. Wir legen die gesuchte
Ebene r der Einfachheit
wegen durch A und bezeich-
nen mit AB1 Cl die ent-
e stehende Scbnittfigur, mit DL..=::=':::::~:----7'''"I''''\ den Schnittpunkt von B C
D '- \ und B 1 Cl. - In der Ebene
o '~c r befindet sich ein einziger
o rechter ,Vinkel vom Scheitel
.11, dessen senkrechte Projektion auf TI wieder ein rechter ist, nämlich
der Winkel zwischen der Faillinie und der Spurlinie A D (28, 36).
Ist, Ei der Schnittpunkt jener' Faillinie mit B L Cl und E seine senk-
rechte Proiektion auf TI, so verhält sich
CD: D E : E B = Cl D : D E 1 : E 1 B 1 ,
d. h. den Punkten D und E 1 der Figur ABt Cl entsprechen in der dazu
ähnlichen Figur Au B C die Punkte D und E. Den Geraden .A D und
.11 E 1 der ersten Figur sind also die Geraden A oD und .110 E der
zweiten zugeordnet, mithin ist L DAoE == 900. Die Punkte D und
E liegen daher auf dem durch A und Ä o gehenden Kreise i, dessen
Mittelpunkt sich auf B C befindet.
Hierdurch ist zunächst der Schnittpunkt D von B 0 mit der Spur-
linie von r, und damit diese selbst bestimmt. Bei der Ausführung der
Konstruktion haben wir unter den beiden Schnittpunkten von i und
B C denjenigen mit D zu bezeichnen, für welchen der spitze Winkel
D Ao 0 größer ist als seine senkrechte Projektion DA 0 (36).
· Machen wir auf AoD die Strecke A oDo == A D und ziehen durch
Do die Gerade B oCo 11 Be bis AoBund A o C, so wird durch das
Dreieck AoB o Co die Schnittfigur in wahrer Größe dargestellt. Damit
ist die Entfernung des ,Punktes BI von A gefunden, also die Ebene ~
(zweideutig) bestimmt.
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154. Be.wei~ ~es Pohlkeschen Satzes (Fig. 19). Sind QL,
QlJ;I, QN dreI beliebIge Strecken in der Ebene TI und 0 X 0 Y 0 Z
drei beliebige, aber gleich lange Strecken im Raume, die' paar~eise
senkrecht .aufeinander stehen, so brauchen wir nur zu zeigen, daß wir
von der FIgur 0 X Y Z eine Parallelprojektion konstruieren können, die
Fig. 19.
y
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," /
," /
:: /
:" //
.. /;/;' f
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TT N
zur Figur QLMN ähnlich ist. Zu dem Zwecke schneiden wir LM
mit QN in J und bestimmen auf X Y und 0 Z bezw.' die Punkte S
und T gemäß den Proportionen
XS:YS===LJ:MJ
und
OT:Zl~=== QJ:NJ.
Projizieren wir die Raumfigur in der Richtung STauf eine zu
S T senkrechte Ebene TI, so erhalten wir von Sund T eine gemeinsame
Projektion S', und in der Bildfigur 0' X' y' Z' S' sind die Punktgruppen
X'S'y' t"-I LJM,
Z' 0' S' rv NQJ.
Nun können wir nach 153 das gerade Prisma, welches X' y' Z' zur
Grundfläche, also XX', YY', ZZ' zu Seitenkanten hat, mit zwei Scharen
paralleler ~benen in der Weise schneiden, daß die Schnittfigur dem
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Dreieck L MN ähnlich wird. Ist I eine dieser Ebenen, X" Y" Z" die
entstehende Schnittfigur, und sind 0" und S" die Schnittpunkte von I
mit 0 0' und S S', so wird auch
X"S"Y" rv LJM,
Z" 0" S" rv NQJ;
es ist also in der Tat die Figur 0" X" Y" Z" rv QL M ~Z
155. Bei den praktischen Anwendungen der schiefen Axonometrie
nimmt man gewöhnlich die xz- Ebene des räumlichen Koordinaten-
systems parallel zur Projektionsebene TI (schiefe Parallelperspek-
tive). Dann erscheint der Winkel zwischen x· und z-Achse im Bilde
wieder aIs Rechter, und sämtliche x· und z-Koordinaten bleiben unver-
ändert. Für die Bilder der V - Koordinaten kann man in Überein-
stimmung mit dem Po hl k e sehen Satze die Richtung, sowie das
Verhältnis zwischen Bild-und Originalstrecke beliebig wählen; zeichnet
man sie unter einem Winkel von 300 gegen das Bild der x-Achse und
auf die Hälfte verkürzt, so ergibt sich das von uns zur Herstellung von
Skizzen von Anfang an benutzte Abbildungsverfahren.
Zweiter Abschnitt.
Die Zentralpro.jektion.
I. Darstellung des Punktes, der Geraden und der Ebene.
156. Wir bezeichnen im folgenden mit TI die Bildebene , mit 0
das Projektionszentrum (Auge), mit A den 'Fußpunkt des Lotes von 0
auf TI; .A heißt der IIau ptpunkt, die Strecke 0 A die Distanz des
Bildes. Durch Hauptpunkt und I)istanz ist die Lage des Projektions-
zentrums bestimmt, wenn außerdem festgesetzt wird, daß das Lot A 0
immer nach vorn, d. h. nach der Seite des Beschauers, errichtet werden
soll. - Unter Distanzkreis verstehen wir den Kreis d, der in 11 um
A mit dem Radiuse 0 A beschrieben wird.
Die Zentralprojektion einer Figur wird auch deren Perspektive
genannt.
157. Die Projektion des Punktes P, also der Schnittpunkt von
oP mit TI, soll mit Pe bezeichnet werden. Durch Angabe von Pe ist
der Originalpunkt noch nicht bestimmt.
Das Bild eines unendlich fernen Punktes ist im allgemeinen ein
endlicher Punkt. Jedem Punkte der Ebene TIv, die durch 0 1111 gelegt
wird, entspricht ein unendlich ferner Bildpunkt. Wir nennen 11v die
Verschwindungsebene.
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158. IJie Projektion einer Geraden g ist im allgemeinen wieder
eine Gerade, nämlich die Schnittlinie gc der projizierenden Ebene 0 9 mit
TI. Geht die Originalgerade durch 0, so ist ihre Projektion ein Punkt.
Die Geraden 9 und gc schneiden sich im Spurpunkte G. Dem
unendlich fernen Punkte G00 der Originalgeraden entspricht auf gc ihr
Fluchtpunkt G:; dabei ist 0 Gr: 11 g. - Die Bilder paralleler
Geraden gehen. durch einen gemeinsamen Fluchtpunkt.
Durch Spur-und Fluchtpunkt ist die Originalgerade be-
stimmt. - Ein Punkt im Raume ist bestimmt durch sein Bild
und durch Spur- Ull d Fluchtpurikt einer durch ihn gehenden
Geraden.
Der Schnittpunkt GV der Originalgeraden 9 mit TIv heißt ihr Ver-
schwindungspunkt. Ihm entspricht der unendlich ferne Punkt von
gc, und es ist 0 Gv 11 gc. - Originalgeraden , die sich in TTv schneiden,
haben parallele Bilder.
Spezielle Fälle. a) Ist 9 11 TI, so ist gc 11 g. Dann verhalten
sich die Abschnitte auf .Qc wie die entsprechenden Abschnitte auf g.
In diesem Falle ist zur Festlegung von 9 außer der Geraden gc noch
irgend ein Punkt von 9 erforderlich, der seinerseits wieder in der vorher
angegebenen Weise bestimmt wird.
b) ])er Hauptpunkt A ist der Fluchtpunkt aller Normalen zu Tl.
159. Eine E ben e E wird bestimmt durch irgend zwei ihrer
Geraden, am zweckmäßigsten durch ihre Spurlinie e und ihre unendlich
ferne Gerade (Stellung) eoo , die selbst wieder durch ihr Bild er:, d. h.
die Schnittlinie von Tl mit der Parallelebene durch 0 zu E gegeben wird.
Die Gerade er: heißt die Fluchtlinie von E; sie ist 11 e. - Parallele
Ebenen haben dieselbe Fluchtlinie.
Die Ebene E schneidet Tlv in ihrer Verschwindllngslinie eV •
Spezielle Fälle. a) Geht E durch 0, so fallen e und e: zu-
sammen, und die Bilder aller Punkte von E liegen auf e.
b) Ist E 11 TI, so sind e und er: unendlich fern, und die Ebene
wird bestimmt durch Angabe eines ihrer Punkte. Dann entspricht
jeder in E liegenden Figur ein dazu ä h nl ich es ]{ild.
c) Ist E 1. Tl, so geht e: durch A.
160. Liegt eine Gerade in einer Ebene, so liegen Spur-,
Flucht- und Verschwindungspunkt der Geraden bezw. in der
Spur-, Flucht- und Verschwindungslinie der Ebene.
I)araus folgt: Wenn zwei Geraden einander schneiden, so
ist die Verbindungslinie ihrer Spurpunkte parallel zur Ver-
bind ungslinie ihrer Fluchtpunkte.
11. Perspektive eines durch Grund- und Aufrifs gegebenen
Gegenstandes.
161. Um von allen vertikalen Geraden parallele und vertikale
Bilder zu erhalten, stellen wir die Bildebene TI im folgenden immer
vertikal.
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Eine durch 0 gelegte horizontale Ebene, die H 0 r i Z 0 n te ben e,
schneidet TI in einer durch A gehenden horizontalen Geraden h, dem
Hol' i z 0 n t des Bildes. Die Gerade h ist die Fluchtlinie aller horizon-
talen Ebenen. Sie schneidet den Distanzkreis d in den beiden
Dis t an z p unk t e n D I , D 2 , den Fluchtpunkten solcher hOl izontalen
Geraden, die mit TI einen Winkel von 45° einschließen.
Die Spurlinie g der horizontalen Grundrißebene Tl} (Bodenebene)
heißt die Gru n dl i nie des Bildes.
Je nachdem die Bildebene zu einer Hauptfläche des dargestellten
Gegenstandes parallel ist oder nicht, spricht man von einer ger ade n
oder schrägen Ansicht des Gegenstandes.
162. Dar s tell u n gei n e 8 P f eil e r 8 i n ger ade r An 8 ich t
(Fig. 20). Der Pfeiler hat zur Grundfläche ein in der Bodenebene Tl}
liegendes Quadrat, von welchem zwei Seiten 1 2 und 3 4 zur Grundlinie
9 parallel sind. Er ist gegeben durch seine Aufrißprojektion auf die
F. 20 Zeichenebene TI und seine Grundriß-
19. • projektion auf die Ebene Tll' die wir
14" 13" mit dem hinteren Teile nach unten
10"r 19" TI 1 d· F·
'" / um 9 in um egen, 80 daß le 19ur
6"- 5" 10 20 •• 9~ ... den Grundriß in der ge-
drehten Lage darstellt. Zur Festlegung
des Projektionszentrums 0 benutzen
wir den Hauptpunkt A und den
Distanzpunkt D I •
Die unbegrenzten Geraden 1 4 undf~ 4. h F
--e_l-------I---+----...~- k 2 3 aben den Juchtpunkt A und die
Spuren 1" und 2", mithin zu Bildern
die Geraden I" A. und 2" A. Der
Diagonale 1 3 entspricht D 1 als Flucht-
---.L2-n."...---~1"::----9 punkt und der Schnittpunkt C von 10 30
10~r.-.,----..... 9'0 mit 9 als Spur; dann bestimmt die
r.2-~··-···i~r Bildgerade CD 1 auf I"A und 2" A. die
:: Bilder l e und 3c der Punkte 1 und 3.
.
.)~.~ ...._~~l Die Geraden le 2e und 3c 4e sind !I g.
"-__-..lI', Die Bilder der vertikalen Pfeilerkanten
11~ 12~ 1 5, 2 6 . . . sind gleichfalls vertikal;
ihre Endpunkte 5e, 6e • •• liegen auf der Geraden 5" A und 6"A. Ver-
1ängern wir die Gerade 90120bis zu ihrem Schnittpunkte E mit g, so
trifit EA die Gerade CD! in 9~, dem perspektiven Grundriß des
Punktes 9. Die Vertikale durch 9~ schneidet 9" A und 13" A in 9c
und 13e•
Wir ermitteln zur Kontrolle noch die }1-'luchtpunkte BI' B 2 •••
der vier schrägen Kanten 5 9, 6 10 . .. In BI trifft der Sehstrahl, der
durch 0 I1 5 9 gezogen wird, die Bild - und Aufrißebene TI; BI liegt
also erstens auf der Aufrißprojektion dieses Sehstrables, d. h. auf der
Parallelen durch A zu 5" 9". Da ferner 0 D t die senkrechte Projektion
des Sehstrahles auf die Horizontebene darstellt, so befindet sich BI
zweitens auf dem Lot in D I zu h. - Die vier Fluchtpunkte bilden in
der Reihenfolge B 1 B 2 B 4 B a ein Rechteck, in welchem B 1 B"J 11 hund
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D1 der Mittelp-ankt von BI Ba ist. Sind die schrägen Flächen des
Kapitäls unter 45° gegen TIlgeneigt, so ist D 1 BI gleich der I>i-
stanz AD1•
~-----~2
2"
A"\ \
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\
\
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\
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\
\
\
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163. Darstell u'ng eines Hauses in schräger Ansich t. In
Fig. 21 a ist das Haus, dessen Grundfläche 1 234 in TI1 liegt, in
Grund- und Aufriß gegeben; ebenso ist das Projektionszentrum 0 durch
0' und 0" und die Lage der (auf TI l senkrechten) Bildebene TI durch
die Grundlinie g bestimmt. Die Perspektive des Hauses soll in Fig. 21 b
gezeichnet werden, in der also die Ebene TI mit der Zeichenfläche
zusammenfällt. 11ier ist der Haupt-
punkt A beliebig angenommen worden;
alles übrige ist durch die vorige Figur
vollkommen bestimmt.
·Erste Lösung. Wir ziehen in
Fig. 21 b durch A die Horizontlinie h, 5"1-------~ 6'"
machen AA' J. h und gleich dem Ab-
stande des Punktes 0" von x in 0'(
Fig. 21 a und legen durch A' die f
Grundlinie g Ilh. I)ann ist der Punkt _--L- ---'-__-J-'_ x
A' die Grundrißprojektion von A.; ihm 1"
entspricht in Fig. 21 a der Fußpunkt
des Lotes von 0' auf g.
Um zunächst das Rechteck 1 234
abzubilden, bestimmen wir in Fig. 21 a
von den Geraden 1 4 und 2 3 die Spur-
punkte Sund T, sowie den gemeinsamen
Fluchtpunkt F (0'F' 1114 bis g) und
übertragen die erhaltenen Punkte unter
Benutzung von A' und A bezw. nach 9
g und h in Fig. 21 b. Der Flucht~
punkt von 1 2 ist unerreichbar; des- A
halb ermitteln wir auf SF das Bild l c --r- h
von 1 mit Hilfe des projizierenden I
Strahles 0 1. Die Gerade 0' 1 (Fig. 21 a) lt 9
schneid'et g in der Grundrißprojektion }'1' b
1 von l c ; ermitteln wir hierzu den 19. 21 .
entsprechenden Punkt in Fig. 21 b, so liegt l c auf dem Lot, das in 1
zu g errichtet wird. In derselben Weise finden wir die Punkte 2c ••• ;
wir können aber auch 2c und 4e mittels der Diagonale 2 4 konstruieren,
deren Bild durch SPUl punkt II und Fluchtpunkt E bestimmt wird
(0' E' 1124 bis g).
Die Bilder der vertikalen Kanten 1 5, 2 6 ... sind J. g. Errichten
wir in S zu g das Lot S U == 1" 5", so ist U die Spur, U F das Bild
der unbegrenzten Geraden 5 8, und dieses schneidet die durch le und
4e gehenden Vertikalen in 5e und Sc. Noch vorteilhafter ist es, die
Diagonale 6 8 abzubilden, indem wir R Z === 1" 5" J. g ziehen und Z
mit E verbinden 1).
1) Die Gerade 5e 6e geht nach dem unerreichbaren Schnittpunkt von h
und le 2e. Um solche Linien zu ziehen, elnpfiehlt sich bei kOlnplizierteren
]\1 ü 11 er, Darstellende Geometrie. 6
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Wir konstruieren schließlich von einem Endpunkt .. des I)achfirstes,
z. B. von 9, das Bild ge mit Hilfe des Bildes der Parallelen durch 9 zu
1 4. Bezeichnen wir mit V den Spurpunkt dieser Parallelen, so finden
wir aus Fig. 21 a seine Grundrißprojektion V'; machen wir darauf in
Fig. 21 b V'V.L 9 und === Abst. (9", x), so ist VF das Bild der ge-
nannten Hilfslinie. In Fig. 21 a bestimmt ferner die Gerade 0' 9' auf
9 den Grundriß ~ des Punktes ge 1); dann schneidet in Fig. 21 b die
durch den entsprechenden Punkt gehende Vertikale die Gerade VF in ge•
'Vir können übrigens auch die Fluchtpunkte der schrägen Kanten
des Daches leicht ermitteln. So erhalten wir in Fig. 21 a den Flucht-
punkt W der Kante 6 10 als den Schnittpunkt der..durch. 0 gehenden
Parallelen zu dieser Geraden mit der Ebene TI. Ubertragen wir den
Punkt W' auf 9 in Fig. 21 b, so ist WW'.L 9 und === Abst. (W", x).
164. Zweite Lösung. Um die Ausführung der l\onstruktioll
auf eine einzige Figur zu beschränken, denken wir uns in Fig. 21 b
die Grundrißebene TI1 mit dem hinteren Teile nach unten in die
Zeichenebene TI umgelegt. f)ann gelangt 0' nach O~ auf der Geraden
A'A, und der Grundriß des Hauses kommt in die Lage 102030409~10~;
dabei ist A' 00== A' 0' der Fig. 21 a, d. h. gleich der gegebenen
Distanz, und L A' S 10 == L A' S 1.
Um den Fluchtpunkt F von 1 4 zu ermitteln, ziehen wir, O~11"
111 0 40 bis 9 und F'F .L 9 bis h 2). Die Gerade O~ 10 ist die Umlegung
der Grundrißprojektion des Seh~trahles 0 1 und bestimmt auf 9 den
Punkt 1. Das Weitere wie bei der~ ersten Lösung.
165. In derselben Weise, wie wir in 163 den Punkt 5c mit Hilfe
des Punktes lc und der wahren Länge der Strecke 1 5 ermittelt haben,
lösen wir überhaupt ganz allgemei~ die Aufgabe: Die Projektion
Pe des Punktes P zu bestimmen, wenn sein perspektiver
Grundriß P~ und seine wahre Entfernung z vo~ der Ebene
TI1 (g, h) bekannt sind. Wir ziehen durch P~ eine beliebige Gerade,
die 9 in S, h in F schneidet, und betrachten sie als Bild einer in 111
liegenden Geraden mit der Spur S und dem Fluchtpunkte F. In S
errichten wir zu 9 das Lot S U == z und ziehen UF als Bild einer
horizontalen Geraden, die zur ersten im Abstande z parallel ist. Dann
ist Pe der Schnittpunkt von UF mit dem Lote in P; zu g.
Ein Punkt im Raume ist hiernach a'uch bestimmt durch
sein Bild und seinen perspektiven Grundriß. I)iese Art, einen
Punkt festzulegen, tritt in der angewand ten Perspektive zumeist an
:Eiguren die Anwendung der Fluchtpunktschiene. Vergl. R. Mehlnke,
Uber das Einstellen der dreiteiligen Fluchtpunktschiene, Zeitscbr. für Mathe-
matik und Physik, Bd. 42, 1~97, S. 99.
1) Wir bezeichnen allgemein mit P die Grundrißprojektion der Perspek-
tive 1:Jc des Punktes P und mit p~ die Perspektive der Grundrißprojektion p'
von P oder den perspektiven Grundriß von 1J •
2) Legen wir auch die Horizontebene, und zwar in demselben Sinne ,vie
vorher TI l , in die Zeichenebene um, so erhalten wir die neue Lage 0 0 von
0, indem wir die Di~tanz von A. aus auf die Verlängerung von A' A abtragen.
Dann i~t 00F die Umlegung von OF, und wir finden also den Fluchtpunkt
F direkt als Schnittpunkt von h Init der Parallelen durch 0 0 zu 10 40 •
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die Stelle der in der theoretischen ("freien") Perspektive gebräuch-
lichen Bestimmungsweise , bei welcher ohne Bezugnahlne auf eine
Grundrißebene der Punkt definiert ist durch sein Bild und durch Spur-
und Fluchtpunkt einer ihn enthaltenden Geradell - oder, was auf
dasselbe hinauskommt, Spur- und Fluchtlinie einer durch ihn gehenden
Ebene (158).
;1 166. Schattenkonstruktionen. Der leuchtende Punkt L sei
durch sein Bild L c und seinen perspektiven Grundriß I~~ in Bezug auf
die Ebene TI1 == g, h gegeben. l)er Schatten, den der Punkt P (l)e, P;)
auf TI1 wirft, ist der Schnittpunkt 1)* der Geraden L P und L' P',
also ist im Bilde ]J/: == L c Pe X L~ p(:.
Bei Parallelbeleuchtung sind L c und L;' bezw. die Flncht,-
punkte der Lichtstrahlen und ihrer Grundrißprojektionen. l)ann liegt
L~ auf h, ist also der Fußpunkt des von L c auf h gefällten Lotes. -
Betrachten wir als unendlich ferne Lichtquelle die Sonne, so wird durch
einen oberhalb h liegenden Punkt L c das Bild des Mittelpunktes der
vor dem Beschauer stehenden Sonne dargestellt; liegt aber L c unter-
halb h, so befindet sich die Sonne hinter dem l:leschauer, und zu L c
gehört nur ein virtuelles Sonnenbild. In dem besonderen Falle, daß
die Lichtstrahlen zur Bildebene parallel laufen, sind mit ihnen auch
ihre .Bilder parallel und die Bilder ihrer Grundrißprojektionen parallel
~u g (Streiflich:t).
:Ermitteln wir von dem in Fig. 21 b dargestellten Hause den
Schatten auf die Tll' so gehen die Schatten der vertikalen Kanten im
Bilde nach L;~, und die Schatten der horizontalen Kanten laufen nach
den Fluchtpunkten dieser Kanten.
111. Fortsetzung der freien Perspektive: - Ebene Figuren.
Aufgaben über Geraden und Ebenen.
167. Konstruieren wir von einer in der l~bene E liegenden I~"igur
P QR . . . die Zentralprojektion l)(~ Qc Re ... , so stehen Original-
und 13ildfigur in folgender 13eziehung: .1\ 11 e Ver bin d u 11 g s li nie 11
entsprechender Punkte gehen durch einen Punkt, nämlich
durch das l)rojektionszentrum 0, und alle Schnittpunkte
entsprechender Geraden liegen auf einer Geraden, nämlich
auf der Spurlinie e der Originale bene. Solche Figuren hei13en
nach 52 kollinear in perspektiver Lage (perspektiv kollinear);
o ist das K 011 i ne a t ion s zen t rum, e die K 011 i ne at i 011 S ach se, 1)l)e
ein K 011 i ne at ion s s t rah 1. Nach Aufhebung der perspektive11 I~age
nennen wir die Figuren einfach kollinear.
168. Konstruktion des l~ildes einer ebenen Figur. Das
Projektionszentrum 0 sei gegeben durch Hauptpunkt A und ])istanz-
kreis d, die Originalfigur ~ durch die Spur e und die Fluchtlinie e(~
ihrer Ebene E und durch ihre Umlegung ~o um e in TI, wobei noch
hinzugefügt werden muß, welcher Teil von E sich hinter de~ l~:bene Tl
befindet. Sei go irgend eine Gerade von ~o, so kennen wu· VOll der
H*
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Bildgeraden ge zunächst den Spurpunkt G == e X 90. Der zugehörige
Fluchtpunkt Ge; ist der Schnittpunkt von ee; mit der Parallelen durch
- 0 zu 9. Um ihn zu ermitteln, drehen wir die Ebene (0, e'::) um ee:
in demselben Sinne wie E, bis sie mit TI zusammenfällt. Bezeichnen
wir mit 0 0 die neue Lage von 0, mit F~ den Schnittpunkt von A 0 0
und er:, so ist A 0 0 .L er: und Fr: 0 0 == Fe; 0,- d. h. gleich der Hypo-
tenuse Fe; 0 0 des rechtwinkligen Dreiecks AFe; 00, dessen Eckpunkt
0 0 auf d liegt. Dann erhalten wir als Umlegung von 0 G~ die Gerade
0 0 G: 1I 90 und damit ge === G Ge:.
Der Punkt F: ist der Fluchtpunkt aller Faillinien von E (Ha u pt-
fluchtpunkt der Ebene).
169. Um zu irgend einem Punkte Po der umgelegten Original-
ebene das Bild Pe zu konstruieren, ziehen wir durch ihn zwei Geraden
ho und io als Umlegungen zweier Geraden hund i von E und be-
stimmen zu diesen in der eben entwickelten Weise die Bilder hc und
ie ; dann ist Pe == he X ie • Benutzen wir dabei als ho die \rerbin-
dungslinie von Po Init 0 0 , so fällt he mit ho zusammen, d. h. 0 0 1)0 ist
eine selbstentsprechende Gerade und enthält deshalb auch den
Punkt Pe. Daraus folgt der Satz: Legt man eine ebene Figur
um die Spurlinie ihrer Ebene und das Projektiollszentrum
in demselben Sinne um die zugehörige Fluchtlinie in die
Bildebene um, so sind Bild und Umlegung der Originalfigur
perspektiv kollinear für das umgelegte Projektionszentrum
als Kollineationszentrum und die Spurlinie der Original-
ebene als Kollineationsachse.
170. Die Ebene E schneidet die Verschwindungsebene TI-v in der
Verschwindungslinie eV 11 e. Verstehen wir unter Fund FV bezw. die
Schnittpunkte von e und eV mit uer zu e: senkrechten Ebene OAF:,
so is~ OFe;FF'v ein Parallelogramm; wir erhalten demnach die Um-
legung .von eV , indem wir auf FF': die Strecke F Fg === F: 0 0 machen
und durch Fg die Gerade eg 11 e ziehen.
Der Schnittpunkt von 90 und e8 ist der umgelegte Verschwilldungs-
punkt G8 von g. Da der zugehörige Bildpunkt G: auf ge unendlich
fern liegt, so ist nach 169 0oG811 gc. Hieraus ergibt sich eine zweite
Konstruktion der Bildgeraden ge mitte~~r~~r Punkte G und G8.
171. Die Teilungspunkte der Geraden. Aufgabe. Auf
dem Bilde {Je == G Ge; der Geraden 9 vom Punkte Pe aus eine
Strecke abzutragen, deren wahre I.~änge == l ist. Aus dem
Vorhergehenden ~.ergibt sich zunächst die folgende Lösung: Wir ziehen
durch G und G: in beliebiger Richtung zwei Parallelen e und ee; als
Spur- und Fluchtlinie einer durch 9 gehenden Ebene E, die wir um e
in die Bildebene umlegen. Konstruieren wir, wie in 168, vom Pro-
jektionszentrum 0 die Umlegung 0 0 um ee:, so geht die Umlegung go
von 9 durch G 11 0 0 G:, und die Gerade 00 Pe schneidet go in Po.
Machen wir dann auf go die Strecke PoQo === l, so bestimmt die Gerade
0 0 Qo auf ge den Endpunkt Qe der gesuchten Bildstrecke.
Bei dieser Konstruktion ist die St,recke 0 0 G: gleich der Entfernung
des Projektionszentrums 0 vom Fluchtpunkte Ge;, also unabhängig von
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der Richtung, die wir der Geraden ee: erteilen; wir finden sie unmittelbar
durch Umlegung des rechtwinkligen Dreiecks OA Ge: in Tl (AO* 1. AG:
bis d, 0 0 Ge: === 0* G~). Die Geraden e und ee: sind demnach über-
haupt überflüssig, und wir gelangen somit zu der folgenden verein-
fachten I..4ösung: Man ziehe durch den Fluchtpunkt Ge: und durch
den Spurpunkt, G der Geraden in beliebiger Richtung zwei Parallelen,
mache auf der ersten die Strecke Ge: 00 gleich der Entfernung des
Projektionszentrums von G'; und bestimme den Schnittpunkt Po der
Geraden 0 0 Pe mit der zweiten Parallelen. Auf dieser mache man
Po Qo == l und schneide ge mit 0 0 Qo in Qe.
Dasselbe Verfahren dient umgekehrt zur Bestimmung der wahren
. Länge der Strecke Pe Qe.
Ist von vornherein von· irgend einer durch g gehenden Ebene E
die Spur e und die Fluchtlinie e~ gezeichnet, so benutzen wir zweck-
mäßig diese Geraden an Stelle der vorhin gezogenen Parallelen, machen
also auf er;: die Strecke G'; 0 1 (oder G: O2 ) == Ge: 0 und bestimmen
auf e die Punkte PI und Ql in derselben Weise, wie zuvor die Punkte
Po und Qo. Dann heißen 0 1 und O2 die Teil ungspunkte der
Geraden g hinsichtich der Ebene E.
Die l'eilungspunkte der Geraden g hinsichtlich aller durch sie
gehenden Ebenen erfüllen den Teilungskreis t von g, der G: zum
Mittelpunkte hat.
Die Dis t a n z pu n k teD], D 2 sind die Teilungspunkte jeder
Normalen zur Bildebene hinsichtlich der durch die Gerade gehenden
Horizontalebene.
Nach der l\lethode des Teilungspunktes finden wir bei der in 163
behandelten Aufgabe die Punkte 1e • • • des perspektiven Grundrisses
ohne Benutzung der zugehörigen projizierenden Strahlen. Um nämlich
auf der Bildgeraden SF die Längen SI und 1 4 in perspektiver Ver-
kürzung abzutragen, nlachen wir auf der Grundlinie die Strecke S 11
=== S 1 und 11 41 === 1 4 und auf dem Horizont in entgegengesetztem
Sinne F 0 1 === ]? 0, d. h. == F' 0' (Fig. 21 a). Dann ist 0 1 ein
Teilungspunkt der Geraden 1 4 hinsichtlich der Ebene Tl1; wir erhalten
also 1e und 4e , indem wir die Punkte 11 und 41 von 0 1 aus auf SF
projizieren.
172. Um die Strecke PQ im Bilde in eine Anzahl, z. ]3-
drei, gleicher Teile zu teilen, ist die Konstruktion des Teilungs-
punktes nicht erforderlich. Wir ziehen einfach durch den einen l~nd­
punkt Pe der Bildstrecke Pe Qe und durch ihren Fluchtpunkt G~ in
beliebiger Richtung bezw. die Parallelen a und b, tragen auf a eine
beliebige Länge von Pe aus dreimal ab, wodurch die Punkte 11, ~r, J(
erhalten werden, schneiden b mit K Qc in L und bestimmen die Schnitt-
punkte Re und Se von Pe Qe bezw. mit LH und LJ. - Betrachten
wir nämlich b als die Fluchtlinie einer durch ]J Q gehenden Ebene, so
ist PeK das Bild einer in drei gleiche Teile geteilten Hauptlinie der-
selben, und den Geraden LH, LJ, LI( entsprechen parallele Original-
geraden ; also ist P R === R S === S Q.
173. Die red uzierten Punkte. l)ie bisher entwickelten Regeln
bedürfen einer Ergänzung für den Fall, daß gewisse, zur I)urchführung
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der Konstruktion notwendige Punkte außerhalb des Rahmens der
Zeichenfläche liegen. 'Vir betrachten z. B. die Aufgabe: Ge g e ben
ist das Projektionszentrum 0 durch Hauptpunkt A und ])i-
stanz, eine Ebene E durch e, er; und in ihr die Gerade ,q durch
ihre Umlegung 90; man soll die Bildgerade gc konstruieren
und auf ihr vom Spurpunkte G aus eine Strecke von der
wahren Länge 1 abtragen. Nach 168 fällen wir zunächst von A
auf e: das IJot AF: und bestimmen auf ihm das umgelegte Pro-
jektionszentrum 0 0 , Ist nun die Distanz so groß, daß 0 0 unerreichbar
wird, so machen wir auf F': A die Strecke Fr:; A 1 F~A, ferner
n n
A 0° 1. F'; A gleich dem n ten Teile der Distanz und auf der Ver-
n n n
längerung von A Fe; die Strecke 1?r; 0 0 === Fe; 0 0 ; dabei ist die Zabl
n n
1~ 80 zu wählen, daß alle genannten Punkte innerhalb der Zeichenfläche
r Z' h . d 0 0 G: 11 b' 00 d h f 00 d'legen. le en WIr ann n- n 90 IS ee un mac en au ee Ie
Strecke Fe: Ge: = n. Fe: Ge:, so ist Ge: der Fluchtpunkt von g, also
n
ge = G G;'. - Die Punkte A I G'; •.. heißen reduzierter Haupt-
n n
punkt, reduzierter Fluchtpunkt u. s. w.
Um auf ge den Punkt Pe zu ermitteln, dessen wahre Entfernung
von G = 1 ist, bestimmen wir auf er: den 'feilungspunkt 0 1 von
( aoo 0 G: 0 0) •9 C 1 == n· n n- , sOWIe auf e den Punkt PI (GI-\ == 1) und
ziehen 0 1 IJ1• Machen wir statt dessen auf er: und e die Strecken
Goo 01 Ge: 0 0 PI 1 . ' 0 1 PIe --- = - ---, G ---- === -, so geht auch dIe Gerade ----- ---- durch
n nn n n nn
den ge3uchten Punkt Fe; dabei ist 0 1 der reduzierte Teilungs-
n
punkt von 9.
Wird auch der Fluchtpunkt G~ unerreichbar, so finden wir die
Bildgerade ge mit Hilfe des red uzierten Spurpunktes !i. (Fr; G
n n
=== 1 ]?(~G); dann ist nämlich g 11 GQc"'--. Um in diesem Falle den
n n n
Teilungspunkt 01 zu erhalten, machen wir auf er: in der Richtung
h F ex:> d' '-.1 k G: G: 00 00uac e le otrec e Q == - und F c' 01 :== n . F: Q. Be-n n n' ,
findet sich auch 0 1 außerhalb der Zeichenfläche , 80 ermitteln wir den
d . t rr·l k 0 1 •re UZler en el ungspun t -- zufolge der GleIchung:
n
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17~. Weitere Aufgaben über Geraden und :Ehenen. Wir
beginnen mit einigen Aufgaben, die projektiver Natur, d. h. von
J\!laßbeziehungen völlig frei sind. Zn ihrer Lösung ist die Kenntnis
des Projektionszentrums nicht erforderlich.
1. A. u fgab e. I) i e Sc h n i t t 1i nie 9 der :Eben e n E (e, e(~) und
4> (f, jr:) zu konstruieren. Die Spurlinien e und j treffen sich im
~ f-;purpunkte G von g; ebenso ist der Fluchtpunkt G(~ -== e~ X Ir:.
Ist einer dieser Punkte unerreichbar, so schneide man die heiden
~~benen mit einer geeigneten Hilfsebene r (s, s~). l)ann geht 9 durch
den Schnittpunkt der Geraden E x r und cf> X r.
2. Aufgabe. Den Schnittpunkt 1) der Geraden 9 (G, G~)
Init der Ebene E (e, e:) zu konstruieren. Man lege durch 9 eine
beliebige Hilfsebene 4> (f, j';) und bestimme die Schnittlinie i von E
und 4>; dann ist P == 9 X i.
3. Aufga'be. I)urch den Punkt P{Pc) der Geraden 9 (G, G:)
zn einer anderen Geraden h (H, H:) eine Parallele 1: zu ziehen.
l)er Fluchtpunkt von i fällt mit H~ zusammen, also ist ic == Pe Sr:.
1)a ferner g und i sich schneiden, so liegt der Spurpunkt J von i auf
der Parallelen durch G zu Gr: Hr:.
4. Aufgabe. T)ie Verbindungslinie m der Punkte 1) und
Q zu bestimmen, die bezw. auf den Geraden 9 (G, G~) und
h (H, Hr;') gegeben sind. Auf der Bildgeraden rne == 1)eQe muß
noch der Spurpunkt M, sowie der Fluchtpunkt Mr: ermittelt werden.
Die Gerade m liegt nun in der Ebene E == (P, h)" deren Spur - und
Fluchtlinie wir konstruieren, indem wir durch P zu h die Parallele i
ziehen. Bestimmen wir von iden Spurpunkt J wie in der vorigen
Aufgabe, so ist e === HJ, und er; geht durch llr: 11 e. I)ann sind M
und M;: die Schnittpunkte von 'YJ1 c bezw. mit e und er:.
175. Bei den folgenden Aufgaben metrischen Inhaltes ist das
Projektionszentrurn 0 immer durch den T)istanzkreis d um A gegeben.
1. A, u fgab e. 1) en W i n k e1 a z weie r (si ch sc h n eid end en
oder windschiefen) Geraden 9 (G, Ge:) und h (li, IIr;) zu be-
stimmen. l)a auch die Strahlen 0 G~ und OII(cr: den Winkel a ein-
schließen, so finden wir seine wahre Grö13e durch Umlegung des
1)reiecks Gr;' 0 He: in TI (A F: 1. Ge: H(~, A (J0 11 Ge: Hr: his d, l?r; 0 0
=== }'~ 0°, L G'; 00 He:: === a).
2. Aufgabe. Im Punkte 1) der ]~bene E (e, e~), dessen Bild
,~\ 1)(' ge g e ben ist, ein Lot von ge g eben e r L ä n gel zu er r ich t e n.
i; 1)er gemeinsame Fluchtpunkt N': aller Normalen zu E ist der Schnitt-
punkt von TI mit dem Lot in 0 zur Ebene (0, e(~). I>ie senkrechte
Projektion dieses Lotes auf TI geht durch A 1. ce: und trifft c~ im
Hauptfluchtpunkte F: von E. Die l~unkte }~r:, 0, l\Tr;: bilden dem-
nach ein bei 0 rechtwinkliges Dreieck mit dem Höhenfußpunkt .A, und
wir erhalten den Punkt N:, indem wir das erwähnte Dreieck in TI
umgelegt aufzeichnen. Wir ziehen also A. 0° 1. A F(~ bis d und
0 0 Ne: 1. 0°Fr; bis A Fr;:. - T>ie G-erade Pe Ne:: ist das l~ild nc der
unbegrenzten Geraden n, die in 1) auf E senkrecht steht. Ulll ihren
Spurpunkt N zu ermitteln, ziehen wir durch P irgend eine in E liegende
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Gerade, z. B. die Falllinie /, die F': zum Fluchtpunkt, mithin den
Schnittpunkt F von Pe Fr:' mit e zum Spurpunkt hat. Dann liegt N
auf der Parallelen durch JJ' zu F':N':. Nunmehr erfolgt das A.btragen
der gegebenen Länge l nach der Methode des Teilungspunktes : Wir
machen auf Fe: Nr; die Strecke Ne: 0 1 == Ne: 0, d. h. == -nTe: 0°, pro-
jizieren Pe von 0 1 aus nach PI auf F N und tragen die Länge 7 von
P1 aus (in dem einen oder dem entgegengesetzten Sinne) auf F~"" ab.
Ziehen wir von dem so erhaltenen Punkte Ql eine Gerade nach °1 , die
ne in Qe sch~eidet, so ist Pe Qe das Bild des gesuchten Lotes.
IV. Darstellung krummer Linien und Flächen.
176. Darstellung des Kreises. Die Zen tral projektion
des Kreises ist eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nach-
dem der Kreis mit der Verschwindungslinie seiner Ebene
keinen, einen oder zwei Punkte gemein hat.
Aufgabe. Die Zentralprojektion ke des Kreises k zu kon-
struieren, der durch s~ine Ebene E (e, e~) und seine Um-
legung ko um e in Tl gegeben ist. Wir ziehen zunächst Al~1e: J. e:
und bestimmen in bekannter Weise die Umlegung 0 0 des Projektions-
zentrums 0 um er;, sowie die umgelegte Verschwindungslinie e~ von E.
Erster Fall: ko schneidet e~ nicht; ke ist also eine Ellipse.
Erste Lösung: Sei Mo der Mittelpunkt von ko, Bo Co der auf e
senkrechte Kreisdurchmesser, S sein Schnittpunkt mit e, so entsprechen
den Punkten Bo und 0 0 im Bilde die Schnittpunkte Be und Oe von
S Fr; mit 0 0 Bo und 0 0 0 0• Genauer konstruieren wir Be mit Hilfe
des Teilungspunktes 0 1 der Geraden M S hinsichtlich der Ebene E:
Machen wir auf ce: und e bezw. die Strecken F~ 0 1 == Fr: 0 0 , SB1
== SBo, so geht 0 1 BI durch Be. Da die Tangenten in entsprechenden
Punkten von ko und ke sich auf der Kollineationsachse e schneiden, so
sind die Ellipsentangenten in Be und Oe 11 e; die Strecke Be Oe ist also
ein Durchmesser von ke , und der zu ihm konjugierte Durchmesser
DeEe geht durch den Mittelpunkt Ne von Be Oe 11 c. Um die Punkte
D e und E c zu finden, ermitteln wir auf B o 00 den Punkt No (am
sichersten wieder mittels des Teilungspunktes 0 1) und ziehen durch
ihn in ko die Sehne D oE o 11 c, sowie die Geraden 0 0 D o und 0 0 E o•
Hierdurch ist 1cc hestimmt. - Die Tangenten aus 0 0 an ko berühren
auch ke 1).
177. Zweite Lösung. Wir bezeichnen wie vorhin mit S die
Spur, mit F: den Fluchtpunkt des auf e senkrechten Kreisdurch-
messers B 0, ferner mit GH den zu e parallelen Durchmesser, mit 0 1
1) Um über kaIs Grundkreis einen geraden Kreiskegel von gegebener
Höhe h zu konstruieren t errichten wir in llf zu E ein Lot M P == h (vergl.
175). Die scheinbaren Umrißlinien des Kegels 8ind die Tangenten aus Pe an
ke. Wir zeichnen sie, ohne die Ellipse ko zu benutzen indem wir Pe als
Bild eines Punktes in E auffassen, dessen Umlegung Po "viI' ermitteln. (Po
liegt auf 0 0 Pe, und die Geraden Me Pe und Mo Po schneiden sich auf e.)
Dann entsprechen den Tangenten aus Po an ko die Tangenten aus Pe an kc.
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und O2 die Fluchtpunkte derjenigen Geraden von E, die mit e Winkel
von 45 0 einschließen (Fr; 0 1 == Fr; O2 == Fr: 0). l)enken wir uns
dem Kreise ein Quadrat umgeschrieben, dessen Seiten zu G Hund B C
parallel sind, und machen auf e die Strecken S Q und SR gleich dem
Radius von k, sowie S T == S u == S Mo, so sind QF: und R F: die
Bilder der auf e senkrechten Quadratseiten , T O2 und U 0 1 die "Bilder
der Diagonalen, und wir erhalten als Bild des Quadrates ein Parallel-
trapez, dessen Seiten die Ellipse lee in Be, Ce, Ge, He berühren; dabei
geht GeHe 11 e durch den Schnittpunkt Me von SF:, TO'l und l T0 1•
Wir denken uns weiter dem Kreise k ein zweites Quadrat um-
geschrieben, dessen Seiten zu den Diagonalen des ersten parallel sind,
und bezeichnen mit V und W die auf GH liegenden Eckpunkte. Dann
verhält sich MG: MV == 1 : 112; also stehen auch die entsprechenden
Bildstrecken in demselben Verhältnis. Machen wir daher auf Ge He die
Strecken lJfeVe == Me~ ~ Me Ge. V2, so sind die Verbindungslinien
von Vc und ~ mit 0 1 und O2 abermals vier Tangenten von ke , und
die betreffenden Berührungspunkte liegen auf T02 und [T01•
Bei dieser Lösung ist die Umlegung ko des Kreises entbehrlich.
178. Zweiter Fall. Berührt ko die umgelegte Verschwindungs-
linie e~ in Pg, so ergibt sich als Bild eine Par a bel lee , deren Achse
11 0 0 Pg ist. Ziehen wir 0 0 Tg 1. 0 0 Pg bis e~ und von Tg an ko die
Tangente to, so entspricht ihr die Scheiteltangente tc von ke , die sich
mit to auf e schneidet. Dem Berührungspunkte ~Jo von to ist der
Scheitel Je der Parabel zugeordnet.
179. Dritter Fall. Schneidet leo die Gerade e~ in P~ und Q~,
so ist ke eine Hyperbel. Den Kreistangenten Po und qo in IJg und Q~
entsprechen die Asymptoten pe 11 00 Pg und qe 11 0 0 Q~.
180. Darstellung der Kugel. Der Kugelmittelpunkt M liege
hinter der Ebene TI und sei bestimmt durch seine senkrechte Projektion
MI auf TI und seine Entfernung t von dieser Ebene; überdies sei der
Radius r der Kugel gegeben. Der vom Projektionszentrum 0 aus-
gehende Tangentenkegel berührt die Kugel in einem Kreise u und
schneidet TI in einem Kegelschnitt U(" dem scheinbaren lJmriß der
Kugel. Die Brennpunkte von Uc sind die Projektionen der Endpunkte
Fund G des auf MM1 liegenden Kugeldurchmessers (87). I.Jegen
wir die durch M Mt und 0 A gehende :Ebene, die mit der Kugel einen
Hauptkreis k gemein hat, um A MI in die Bildebene um, so gelangen
M, F, G, k, 0 bezw. nach Mo, F o, Go, !co, 0 0 ; dabei ist Mt Mo 1. AMt
und == t, A 00 1. A Mt und gleich der Distanz. l)ann erhalten wir
die Brennpunkte Fe und Ge, sowie die Endpunkte der Hauptachse
von U e als die Schnittpunkte von A MI mit 0 0 ]?I) und ()o Go, sowie
mit den Tangenten aus 0 0 an ko·
Alle Kugeln, die dem von 0 an die gegebene Kugel gelegten
Tangentenkegel eingeschrieben sind, haben denselben scheinbaren
U'rnriß U C• ist also von der Originalkugel das Bild ic des zu TI
parallelen Hauptkreises i bekannt, so finden wir Ue als IJmriß einer
Hilfskugel mit dem Hauptkreise i c• Indem wir die soeben ausgeführte
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Konstruktion für diese Hilfskugel wiederholen, verbinden wir den Punkt
A mit dem Mittelpunkte Mr, von ie (d. h. dem Bilde des Mittelpunktes
M der Originalkugel) , ziehen A 0 0 1. A lJfc bis zum 1>istanzkreise d
und schneiden A Me mit den Geraden von ()o nach den Endpunkten
des auf A Me senkrechten ~Durchmessers von ie, sowie mit den Tan-
genten aus ()o an i c •
d
A
o
m c
Fig. 22.
Zc
p ---- --- Q
181. I) arstell un g ein er Umdreh un gsfläch e, deren Achs e
Z 11 TI ist (Fig. 22). Sei Zc das Bild der (vertikalen) G-eraden z 1) und
m
c
das Bild der zu TI parallelen Meridiankurve , so ist der schelnbare
Umriß U e unserer Fläche identisch mit demjenigen einer anderen, zur
ersten ähnlichen Umdrehungsfläche , welche Zr- zur Achse und '111(. zur
Meridiankurve hat, und wir dürfen
daher bei der BestimlDung von
ttc die zweite Fläche als ursprüng-
lich gegeben anseben.
\Vir betrachten nun einen
Parallelkreis p dieser Fläche, der
die auf Zc senkrechte Sehne jJ Q
von 1Uc zum Durchmesser hat;
dann berührt Ur, den zugehörigen
Bildkegelschnitt pe im allgemeinen
in zwei Punkten Vc und Wc• Zu
ihrer Bestimmung benutzen wir
den Kegel, welcher der Um-
drehungsfläche im Parallelkreis P
umschrieben ist, und dessen
scheinbare Ulurißlinien die Kur-
ven U e und Pe offenbar in denselben Punkten berühren. Seine Spitze
ist der Schnittpunkt Sc von Zc mit der Tangente in 1) an mc ; sein
scheinbarer Umriß besteht also aus den Tat:lgenten aus Sc an pe. Um
nun aus Sc an den nicht gezeichneten Kegelschnitt pe Tangenten zu
legen und ihre Berührungspunkte Vc und li?c zu bestimmen, beschreiben
wir über dem Durchmesser P Q den Kreis Po als Umlegung von p in TI.
Dann sind Pe und Po perspektiv kollinear für P Q als Kollineations-
achse , die durch den Hauptpunkt A gehende Parallele als l~luchtlinie
und das umgelegte Projektionszentrum 0 0 als Kollineationszentrum ;
dabei ist 0 0 ein Endpunkt des zu Zo parallelen ])urchmessers des
Distanzkreises d. In dieser kollinearen Beziehung entspricht dem
Punkte Sc ein Punkt So, nämlich der Schnittpunkt des Kollineations-
strahles 00 Sc mit der Parallelen zu Zc durch den Schnittpunkt R von
ScA und ]) Q - denn zur umgelegten Originalgeraden R So gehört
umgekehrt R Sc als Ilild. Ziehen wir jetzt aus So an Po die Tangenten
So Vo und So WO und bestimmen ihre Schnittpunkte Kund L mit P Q,
so sind ScI( und SeI; die gesuchten Tangenten von Pe, und ent-
sprechende Berührungspunkte, wie 170 und Vr" liegen auf einer Geraden
durch 0 0 •
1) Um die Originalgerade z wirklich zu bestimmen, müßte außer Zc noch
ein Punkt von z gegeben sein. Vergl. 158 a).
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182. Per spe kti v e ein es auf der G- run cl riß eben e TT1 S t ehe 11 _
den ger ade n Kr eis zy li nd er s mit qua cl rat i sc her I) eckpi at te
n~bst Schattenk?nstruktion für Parallelbeleuchtung. In
Flg. 23 bedeutet WIe früher A. den Hauptpunkt, D 1 einen I)istanz-
punkt, 9 ~ie Grundlinie, h == AD! den Horizont, ko die Umlegung des
In der hInteren TI1 liegenden Grundkreises k des Zylinders. Die
quadratische Platte ist durch ihren umgelegten Grundriß und ihre
Aufrißprojektion auf Tl gegeben; wie die Figur zeigt, ist die recht-
eckige Fläche 1 2 6 5 1I TI. Wir konstruieren zunächst nach 176 oder
177 das Bild kc von k und hierauf in analoger Weise das }{ild i e des
oberen Grenzkreises /i. l)abei tritt an Stelle von 9 die Gerade 1" 2"
als Spur der oberen Grenzebene, und entsprechende Punkte von kc und
i c liegen in l ..oten zu g. Die scheinbaren Umrißlinien tc und U c des
Zylinders sind die gemeinsamen vertikalen Tangenten der Ellipsen ke
und ie ; wir konstruieren sie am genauesten, ohne kc zu benutzen, auf
Fig. 23. 6,--"__----..5"
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L~ D1 A
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Grund der kollinearen Beziehung zwischen kc und ko• Ist 0 0 das um-
gelegte Projektionszentrum, O~ eine umgelegte Grundrißprojektion, also
Abst. (O~, g) == 00 A == A D 1 , so geht durch O~ die umgelegte Ver-
schwindungslinie von TIl' und O~ ist folglich der umgelegte Verschwin-
dungspunkt aller Originalgeraden , deren Bilder vertikal sind. Ziehen
wir daher aus ()o an ko die 'rangenten to und uo, so entsprechen ihnen
im Bilde die gesuchten Umrißlinien, und diese gehen also durch die
Schnittpunkte von to und Uü mit g.
Bezeichnet L c den Fluchtpunkt der Lichtstrahlen, L;. seine senk-
rechte Projektion auf h, so gehen nach L~ als :Fluchtpunkt die Bilder
aller Schatten, die von den Zylindermantellinien auf TI) geworfen
werden. Die Grenzlinien dieses Schlagschattens sind also die Tangenten
Vc und W c aus L:~ an kc• Wir bestimmen sie mit Hilfe der entsprechen-
den Tangenten Vo und Wo von ko, die zu 0 0 L~ parallel sind. Ist Vo
der Berührungspunkt von Vo und ko, so liefert die Gerade 0 0 Vo auf Vc
den entsprechenden Berührungspunkt ~~ und damit einen Punkt der
Eigenschattengrenze des Zylinders.
Um den elliptischen Schatten zu konstruieren, den die Kante 1 2
der I)eckplatte auf den Zylinder wirft, wählen wir auf 1 2 eine Reihe
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von Punkten P, Q .• . und ermitteln für die zugehörigen Lichtstrahlen
die Schnittpunkte P*, Q* ... mit dem Zylinder. Ziehen wir Pe P~.l ge
bis 1e 2e , so ist die Gerade p~ L~ das Bild der Grundrißpr?jektion des
durch P gehenden Lichtstrahles; sie schneidet also kc in P7.', dem per-
spektiven Grundriß von P*. Genauer erhalten wir p~~' mit Hilfe des
Kreises kn : Wir bestimmen p~ als Schnittpunkt von l~ 2~ 'mit 0 0 p~,
ziehen p~P6' 11.00 L~ bis ko und projizieren den Punkt P6' aus 0 0 aufp~ L~. - In derselben Weise ergibt sich der Schatten, den der Zylinder
von der Kante 1 4 empfängt.
183. Durchdringung zweier Tonnengewölbe. In Fig. 24
ist das Projektionszentrum durch Hauptpunkt A und Distanzpunkt D 1,
die Bodenebene TI1 durch die Grundlinie g gegeben. Die Wölbflächen
sind zwei halbe gerade Kreiszylinder mit horizontalen, sich rechtwinklip;
schneidenden Achsen. Der größere besitzt als Leitkufve den in TI
liegenden Halbkreis k über dem horizontalen Durchmesser 11 C, der
Fig. 24.
i o/·-·-· '"
/' "'-.
/ \
i \
L --J--- - B
Fo C E o
A D 1
_--+ --0 -+- 0'-"- h
-~c-,--------B~':-- 9
kleinere den Halbkreis i, dessen Ebene E auf Tl senkrecht steht und
die vertikale Gerade B B' zur Spurlinie hat. Wir bestimmen i durch
seine Umlegung i o in TI und bezeichnen mit E oF o die Umlegung des
auf TI senkrechten Durchmessers; im Bilde ist also E c == AB X E oD1•
.Der scheinbare Umriß U c des kleineren Zylinders ist die horizontale
Tangente der nicht g~zeichneten Halbellipse i c• Nun sind ~·o und i
perspektiv kollinear für D1 als Zentrum, B B' als Achse und die Verti-
kale duroh A als Fluchtlinie; machen wir also auf dem Horizont h die
Strecke D1 Ro gleich dem Abstande des Punktes A von B B', so ist Rn
der Verschwindungspunkt der entsprechenden Tangente Uo von 10, und
dann geht U e durch den Schnittpunkt von Uo mit B B'. - Der von den
Wölbflächen bedeckte Raum ist seitlich durch vertikale Ebenen be-
grenzt, die durch die Anfangsmantellinien der Zylinder gehen und bis
Tlt reichen, und hinten durch eine ~:bene 11 Tl, deren Abstand von
F == B E sein möge.
Um die Durchdringungskurve zu konstruieren, schneiden wir beide
Zylinder durch eine Schar horizontaler Hilfsebenen (96). Sei s die
Spur einer solchen Hilfsebene ~, T ihr Schnittpunkt mit B B', so ist
A T das Bild der Schnittlinie t von ~ mit E. Die Gerade s trifft" den
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I{reis k in Mund N, den Anfangspunkten der Mantellinien, welche r
aus dem größeren Zylinder schneidet. Ebenso hat t mit i zwei Punkte
P und Q gemein; ihre Umlegungen Po und Qo sind die Schnittpunkte
von i o mit s, und die zugehörigen Bildpunkte Pe und Qe werden daher
gefunden, indem wir Po und Qo aus D\ auf .A. T projizieren. I)ie Hori-
zontalen durch 'Pe und Qe sind die Bilder der in r liegenden Mantel-
linien des kleineren Zylinders; sie treffen M A und NA in vier Punkten
des Bildes der Durchdringungskurve. .:..- Man bestimme insbesondere
die Punkte der Durchdringungskurve auf der Umrißlinie u und auf der
höchsten Mantellinie des kleineren Zylinders. In E und F hat die
Kurve vertikale Tangenten.
v. Verlegung des Projektionszentrums.
184. Sei 0 1 das ursprüngliche Proiektionszentrum, Al
der zugehörige Hauptpunkt, G die Spur, Gf der Fluchtpunkt
einer Originalgeraden 9, also 91 === G Gf das Bild von g,
ferner 1\ das J3ild eines Punktes P von g; man soll die Pro-
jektionen 9'), und P2 von 9 und P aus irgend einem anderen
Punkte ()2 ermitteln, der durch seine senkrechte Projektion
A 2 auf die 13ildebene TI und seine Entfern ung von dieser ge-
ge ben ist. Wir ermitteln zunächst den Schnittpunkt S der Geraden
0 1 O2 mit Tl, indem wir die Ebene 0 1 Al O2 A2 um Al A 2 in TI um-
legen. Der neue Fluchtpunkt Gr von 9 liegt auf der Parallelen durch
O2 zu 0 1 Gf; wii~ erhalten ihn daher als Schnittpunkt von G~ S mit
der Parallelen durch A 2 zu Al Gf. Dann ist g2 == G G; das gesuchte
Bild von g. Der Punkt P2 liegt auf der Geraden SPI' der Spurlinie
der Ebene 0 1 O2 I).
Liegt O2 auf 0 1 Al' so fällt S mit Al zusammen, und der PunktG~ teilt Al Gf in demselben Verhältnis, wie O2 die Strecke Al 01·
Ist 0 1 O2 11 TI, so ist Gf G~ # A t .A2 und PI P2 11 Al A 2• I>ies
kommt zur Anwendung bei der Konstruktion stereoskopischer
Bilder.
Anhang.
Grundziige deI- ReliefpeI'spektive.
185. .Um von einem räumlichen Gebilde in gesetzmäßiger Weise
eine räumliche Abbildung herzustellen, wählen wir im Raume einen
Punkt °und zwei parallele (vertikale) Ebenen·TI und TT~ und treffen
die folgenden Festsetzungen:
1. Die Verbindungslinien entsprechender Punkte in Original- und
Bildfigur sollen durch 0 gehen.
2. Jeder Punkt der I~bene TI soll sich selbst entsprechen.
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3. I)as 13ild jedes unendlich fernen Punktes soll sich in der l~bene
TI~ befinden.
4. Das Bild jeder geraden I~inie soll wieder eine Gerade sein.
Dann ist zu jeder Originalgeraden Y die Bildgerade Yl eindeutig
bestimmt, denn diese geht durch den Schnittpunkt G von ,q mit TI
und durch das Bild des unendlich fernen Punktes von g, d. h. den
Schnittpunkt Gf von TT~ mit der Parallelen durch 0 zu g. - l)as
Bild Pt eines beliebigen Raumpunktes 1) ergibt sich als Schnittpunkt
des Strahles 0 P mit dem Bilde irgend einer durch 1) gehenden (~eraden.
Das auf solche Weise konstruierte Bild einer Raumfigur wird das
. I{ e I i e f derselben genannt. Beide Figuren heißen im allgemeinsten
Sinne perspektiv kollin·ear. l)er Punkt 0 wird als Kollineations-
zentrum (Gesichtspunkt), die Ebene TI als Kolli n ea tionse bene,
die Ebene TI~ als ]' Iu ch teben e bezeichnet. 'Vir nennen ferner G
den Spurpunkt, af den Fluchtpunkt der Geraden Y und verstehen
unter Hauptfluchtpunkt den FuUpunkt A~ des IJotes von () auf
TTf, also den Fluchtpunkt aller Normalen zu TI.
Durch unser Abbildungsverfahren wird der unendliche Original-
raum , der von 0 aus gesehen sich hinter der ]~:bene TI befindet, in
einem Raume von begrenzter Tiefenausdehnung - zwischen TI und
rrf - dargestellt. Die Entfernung der Ebenen TI und TIf hpißt die
Tiefe des Reliefs. Wird diese gleich Null, so verwandelt sich das
Relief in eine gewöhnliche Zentralprojektion auf die Ebene n.
186. Dem unendlich fernen Punkte der Bildgeraden gl entspricht
als Originalpunkt der Schnittpunkt Gv von 9 mit der Parallelen durch
o zu gl; wir bezeichnen ihn wieder, als den Verschwindungspunkt
von g. Wegen GV G == 0 Gf ist auch Abst. (Gv, TI) === Abst. «(J, n~),
d. h. konstant für alle Originalgeraden. Demnach liegen die Ver-
sch windungspunkte aller Geraden in einer zu TI parallelen
Ebene, der Verschwindungsebene TIv, und es ist Abst. (nV , TI)
=== Abst. (0, rrr).
187. Das Relief EI einer Ebene E ist wieder eine Ebene,
denn allen Geraden in E entsprechen Bildgeraden , die sich sämtlich
schneiden. Bestimmen wir von E die Spurli nie e == TI xE, sowie
die Fluchtlinie ef, d. h. die Schnittlinie von rrf mit der Parallel-
ebene durch 0 zu E, so ist Ei === (e, e~). Die J1~bene E schneidet TIv
in der Verschwindungslinie eV , deren Verbindungsebene mit () zu
EI parallel ist.
Entsprechende Figuren in E und EI sind perspektiv kollinear für
o als Zentrum, e als Achse und er als Fluchtlinie. - Ist E 11 TI, so
gilt dasselbe von E), und entsprechende Figuren beider I~benen sind
einander ähnlich.
Die Fluchtlinie aller horizontalen Ebenen geht durch A~ und
heißt der Ho r i z 0 n t des Reliefs.
Um das Relief eines Gegenstandes zu konstruieren, bedienen wir
uns der Darstellung in Grund- und Aufriß; dabei stellen wir die Ebene
TI senkrecht zur Projektionsachse x.
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188. .A. b bildung der Kugel. Da jeder ebene Schnitt der Kugel
K in einen Kegelschnitt übergeht, so erhalten wir als Relief K1 eine
Fläche zweiter Ordnung ohne gerade Linien, und zwar ein F~ll j psoid,
elliptisches Paraboloid oder zweischaliges Hyperboloid, je
nachdem die I{ugel mit der Verschwindungsebene TIv keinen Punkt
gemein hat, oder sie in einem Punkte berührt, oder in einem Kreise
schneidet. Insbesondere entsteht eine Um d reh u n g s f 1ä c h e zweiter
Ordnung, wenn der Kugelmittelpunkt auf der Geraden 0 Af liegt.
Der l'angentenkegel an K1 aus irgend einem Punkte LI ist das
Relief des l'angentenkegels aus dem entsprechenden Punkte I, an K,
und da dieser die Kugel in einem Kreise 8 berührt, so folgt: Die
Eigenschattengrenze 81 der Fläche zweiter Ordnung K1 ist
ein Kegelschnitt. - Ist Li unendlich fern und Ki ein elliptisches
Paraboloid, so .liegt L in' der Ebene TI", die in diesem Falle von K in
einem Punkte 1J berührt wird. Dann berührt auch der Kreis s die
I~bene TIv in 1), mithin ist die l~igenschattengrenze81 des ellip-
tischen Paraboloids bei Parallelbeleuchtung eine Parabel.
189. Spezielle Fälle der Reliefperspektive. a) Ist 0 un-
endlich fern, so entspricht jedenl unendlich fernen Originalpunkte ein
unendlich fernes Bild; die l~ilder paralleler Geraden sind also parallel,
und die Ebenen TIf und TIv fallen zusammen mit der unendlich fernen
11~bene des Baumes. \Vir bezeichnen die Beziehung zwischen Original-
und Bildfigur in djesem Falle als (räumliche) .A. ffinität in perspektiver
Lage.
b) I~iegt die Ebene TI unendlich fern, so entspricht jeder Original-
geraden eine parallele Bildgerade und entsprechende Strecken stehen
in konstantem Verhältnis. Die Ebenen TI~ und TIv fallen mit der
unendlich fernen TI zusammen: Ähnlichkeit in perspektiver Lage.
c) Ist sowohl 0 als auch TI unendlich fern, so sind Origillal- und
llildfigur kongruent und parallel.

